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PRÓLOGO 


En el transcurso de los últimos cincuenta años, más o menos, el Álgebra Abs- 
tracta ha alcanzado una importancia creciente no sólo dentro de la propia ma- 
temática, sino también en varias otras disciplinas. Los resultados y conceptos 
del Álgebra Abstracta desempeñan un papel cada vez más importante; por 
ejemplo, en física, química y ciencias de la computación, para mencionar sólo 
algunos de tales campos. 

Dentro de la propia matemática el Álgebra Abstracta desempeña una doble 
función: la de vinculo unificador entre ramas dispares de esta ciencia y la de 
área de investigación con una vida muy activa en sí misma. El Álgebra Abs- 
tracta ha sido un campo de investigación fértil y recompensador tanto en la última 
centuria como en la actualidad. Algunos de los grandes logros de la matemática 
del Siglo XX han tenido lugar precisamente en esta área. Se han demostrado re- 
sultados muy interesantes en teoría de grupos, teoría de anillos conmutativos 
y no conmutativos, álgebras de Lie, álgebras de Jordan, matemática combina- 
toria y muchas otras ramas de lo que se conoce genéricamente como Álgebra 
Abstracta. Esta materia, que fue catalogada en alguna ocasión como esotérica, 
ha llegado a ser considerada como completamente accesible a un amplio con- 
junto de estudiosos. 

Este libro tiene un doble propósito. A aquellos lectores que deseen proseguir 
hacia la investigación en matemáticas o en algunos campos relacionados donde 
se utilicen conceptos y métodos algebraicos, esta obra puede servirles como una 
introducción —y, recalcamos, sólo como una introducción— a esta fascinante 
materia. A los lectores que deseen enterarse de lo que está aconteciendo en una 
atractiva rama de la matemática moderna, este libro les podrá ser útil para tal 
fin y les proporcionará algunos medios muy apropiados para su aplicación en 
el área de interés. 
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La elección de los temas se ha hecho con el objeto de introducir a los lec- 
tores al conocimiento de algunos de los sistemas algebraicos fundamentales, que 
son a la vez interesantes y de uso extenso. Además, en cada uno de tales sis- 
temas el propósito ha sido llegar a ciertos resultados significativos. Sería de poca 
utilidad estudiar algún objeto abstracto sin considerar determinadas consecuencias 
no triviales de su estudio. Esperamos haber logrado el objetivo de presentar re- 
sultados interesantes, aplicables y significativos en cada uno de los sistemas que 
hemos elegido para su análisis. 

Como el lector lo apreciará pronto, hay muchos ejercicios en el libro. Por 
lo general se dividen en tres categorías: fáciles, intermedios y difíciles (y ocasio- 
nalmente, muy difíciles). El propósito de tales problemas es permitir a los estu- 
diantes poner a prueba su grado de asimilación de la materia, desafiar su in- 
genio matemático, preparar el terreno para los temas que siguen y ser un medio 
de desarrollo de criterio, intuición y técnica matemáticas. Los lectores no deben 
desanimarse si no logran resolver todos los problemas. La idea de muchos de 
los ejercicios es que se intente resolverlos —aunque esto no se logre— para el 
placer (y frustración) del lector. Algunos de los problemas aparecen varias veces 
en el libro. La mejor manera de avanzar en el aprendizaje de esta disciplina es, 
indudablemente, tratar de resolver los ejercicios. 

¿Hemos procurado desarrollar los temas en el lenguaje y tono de una clase 
en el aula. Por consiguiente, la exposición es a veces un poco “festiva'*; espe- 
ramos que esto haga que sea más fácil para el lector, Se ha tratado de presentar 
muchos ejemplos que pongan en relieve los diversos conceptos tratados. Algunos 
de ellos resultan ser ejemplos de otros fenómenos. Con frecuencia se hace refe- 
rencia a ellos a medida que avanza la discusión. 

Creemos que el libro es autosuficiente, excepto en una sección —la 
penúltima— donde se hace uso implícito del hecho de que un polinomio sobre 
el campo complejo tiene raíces complejas (o sea, el famoso Teorema fundamental 
del álgebra, debido a Gauss) y en la última, donde se utiliza un poco de Cálculo. 

Estamos agradecidos con muchas personas por las observaciones y sugerencias 
formuladas acerca de versiones preliminares del libro. Muchos de los cambios 
que sugirieron han sido incorporados y favorecen la accesibilidad del libro. Ex- 
presamos nuestro agradecimiento especial al profesor Martin Isaacs, por sus co- 
mentarios sumamente útiles. 

También agradecemos a Fred Flowers su excelente trabajo al mecanografiar 
el manuscrito, y al señor Gary W. Ostedt, de Macmillan Company, por su en- 
tusiasmo en el proyecto editorial y por-la publicación del libro. 

Dicho lo anterior, deseamos a todos los lectores una feliz travesía en el viaje 
matemático que están a punto de emprender al interior de este grato y atractivo 
mundo del Álgebra Abstracta.* 

1.N.H. 


* Esta editorial tiene a disposición de los profesores que adopten el presente texto, el Manual 
del Profesor elaborado por el autor de este libro. 


CONTENIDO 


4 TEMAS FUNDAMENTALES da A 


1.1 Algunas observaciones preliminares .........0oooooomooo ros. 
1.2 Teoría de conjuntos .....0o.ooo.ocononcorrccco rr 3 
1.3 Funciones o aplicaciones (Mapeos) ........o.o.oooomoomomo... 
1.4 A(S) (Conjunto de las aplicaciones inyectivas 

de S sobre si mismo} ......ooo.oooocnoooonrosranara nano ao so 16 
1.5 Los números enteros ............. A ATE 22 
1.6 Inducción matemática la AAA ARA RAR 28 
1.7 Números complejos 2. iaa a 31 


2 GRUPOS ici ais a pda Y 


2.1 Definiciones y ejemplos de grupos ..0...ooococooorsomonooomo. 39 
2.2 Algunas observaciones sencillas ..........oooooomomoomo ooo.» 47 
23. SUDBTUDOS: iier daa a da 50 
2.4 Teorema de Lagrange .......oococnococcrconocnara ra anoo UEBA 55 
2.5  Homomorfismos y subgrupos normales .............oo ooo... 66 
2:6-  OTUDOS Tacto rd ido 71 


CONTENIDO 


2.7 
2.8 
2.9 
2.10 
2.11 


3 


3.1 
3.2 
3.3 


4 
4.1 
4.2 
4.3 
4.4 
4.5 


4.6 
4.7 


5 


5.1 
5.2 
5.3 
5.4 
55 
5.6 


Ó 


6.1 
6.2 


Teoremas de homomorfismos .......oomocoooooconsroncn nooo 84 
Teorema de Cauchy .....oo.ococcconarncr ron 88 
Productos directos ........oo.oocooonrnrrona nora 92 
Grupos abelianos finitos (opcional) .........0..oo.ooooooo... 96 
Conjugación y teorema de Sylow (opcional) ................. 101 
EL GRUPO SIMÉTRICO ................ 409 
Preliminares: iia rai 109 
Descomposición en ciclos .,.........o.oooooororommo room... 112 
Permutaciones impares Y pares ......o.oooooooccrcrrorcnn so. 118 
ANILLOS » - a a 1) a s - a *. a a . . LJ . » R L e a i: anala 4 25 
Definiciones y ejemplos A E 125 
Algunos resultados sencillos ............oooooooococorom.o.m... 136 
Ideales, homomorfismos y anillos cociente .................. 139 
Ideales máximos .............. AS 148 
Anillos de polinomios ...........oocmornocrararoomoncoo mo. 151 
Polinomios sobre los racionales ............oooooooomonom.o.. 165 
Campo de cocientes de un dominio integral ................. 171 


CAMPOS: eiii doren MÍO 


Ejemplos de campos +. isiica daa iaa 176 
Breve excursión hacia los espacios vectoriales ............... 179 
Extensiones de campos .......ooo.oorconccrnr rr 191 
Extensiones finitas ............o.ooooo.. EEE PENADO 198 
Constructibilidad ...... A A A AEE TAA ETS 201 
Raíces de polinomios .......... A E Nel 207 
TEMAS ESPECIALES ........... A Es 
Simplicidad ASA AA A A 215 


Campos Binitos I ulcios iii dis iia 221 


Contenido xi 


6.3 
6.4 
6.5 
6.6 
6.7 


Campos finitos 11: Existencia ....... ae 224 
Campos finitos 111: Unicidad .............0o.coooomcomom.o.o.. 228 
Polinomios ciclotómicos ...... O RS RETRO 229 
Criterio de Liouville A AA 237 
irracionalidad idem 2 IA as ta 240 


ÍNDICE cc. 245 


AL ESTUDIANTE 


Grupo Editorial Iberoamérica en su esfuerzo permanente 
de producir cada vez mejores textos, pone en tus manos esta 
nueva obra, en la que se ha puesto la más alta calidad en los 
aspectos teórico y didáctico, así como en diseño y presenta- 
ción, con el objetivo de proporcionarte la mejor herramien- 
ta, no sólo para facilitarte el aprendizaje sino también para 
hacértelo más estimulante. 

Éste, como cualquiera de nuestros libros, ha sido cuida- 
dosamente seleccionado para que encuentres en él un pilar 
de tu preparación, y un complemento ideal a la enseñanza 
del maestro. Lo didáctico de la presentación de sus temas ha- 
rá que lo consideres el mejor auxiliar, y el que lleves a todas 
partes. 

Lo anterior es parte de nuestro propósito de ser partícipes 
en una mejor preparación de profesionales, contribuyendo 
asía la urgente necesidad de un mayor desarrollo de nuestros 
países hispanohablantes. 

Sabemos que esta obra será fundamental en tu biblioteca, 
y tal vez la más inmediata y permanente fuente de consulta. 

Como uno de nuestros intereses principales es hacer me- 
jores libros en equipo con profesores y estudiantes, agradece- 
remos tus comentarios y sugerencias o cualquier observación 
que contribuya al enriquecimiento de nuestras publicaciones. 


Grupo Editorial Iberoamérica 
. . . presente en tu formación profesional 
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4.4 ALGUNAS OBSERVACIONES PRELIMINARES 


Para muchos lectores este libro será su primer contacto con la matemática abs- 
tracta. La materia que tratará se llama usualmente “álgebra abstracta””, pero 
las dificultades con las que el lector podría enfrentarse no se deben tanto a la 
parie “álgebra”? sino a la parte “abstracta”. 

Al estudiar por primera ocasión alguna área de la matemática abstracta, sea 
análisis, topología o cualquiera otra, parece existir una reacción común en 
el principiante. Ésta se puede describir mejor como una sensación de andar 
a la deriva, de no contar con algo firme de donde sujetarse. Esto no es de ex- 
trañar, porque aunque muchas de las ideas son fundamentalmente muy sencillas, 
a la vez son sutiles y parecen escapar al entendimiento en la primera ocasión. 
Una manera de mitigar esta sensación de estar en el limbo o de preguntarse a 
si mismo *“¿de qué se trata todo esto?””, es analizar el concepto considerado 
y ver qué dice en casos particulares. En otras palabras, el mejor camino hacia 
ta comprensión de las nociones presentadas es examinar ejemplos, Esto es cierto 
en toda la matemática y especialmente en el álgebra abstracta. 

¿Es posible describir rápidamente, a grandes rasgos, la esencia, el propó- 
sito y los antecedentes del material que estudiaremos? Hagamos un intento, 

Se comienza con alguna colección $ de objetos y luego se le dota de una 
estructura algebraica, suponiendo que pueden combinarse los elementos de este 
conjunto § de una o de varias maneras (usualmente dos), para obtener de nuevo 
elementos de dicho conjunto. A estas formas de combinar elementos de 
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S se les llama operaciones en $. Luego se trata de condicionar o regular la natu- 
raleza de $ imponiendo ciertas reglas sobre cómo se comportan estas operaciones 
en S. Tales reglas suelen denominarse los axiomas que definen la estructura par- 
ticular en S. Debemos determinar los axiomas, pero en la matemática, históri- 
camente, la elección hecha proviene de la observación de que existen muchos 
sistemas matemáticos concretos que satisfacen tales reglas o axiomas. En este 
libro se estudiarán algunos de los sistemas algebraicos axiomáticos básicos, a 
saber, grupos, anillos y campos. 

Se pueden poner a prueba, desde luego, muchos conjuntos de axiomas para 
definir nuevas estructuras. ¿Qué se exigiría a una de tales estructuras? Sería de- 
seable, naturalmente, que los axiomas fueran consistentes, es decir, que no se 
pueda arribar a ninguna contradicción absurda trabajando en el marco de las 
cosas admisibles que los axiomas permitan hacer. Pero esto no es suficiente, 
ya que se pueden constituir fácilmente estructuras algebraicas de este tipo im- 
poniendo una serie de reglas a un conjunto S que conduzcan a un sistema pato- 
lógico o extraño. Además, puede ser que haya muy pocos ejemplos que muestren 
algo que obedezca las reglas que se fijaron. 

El tiempo ha demostrado que ciertas estructuras definidas mediante 
“axiomas” desempeñan un papel importante en la matemática (lo mismo que 
en otras áreas) y que algunas otras carecen de interés. Las mencionadas ante- 
riormente, es decir, grupos, anillos y campos, han resistido al paso del tiempo. 

Una observación acerca del uso de los “'axiomas””. En el lenguaje cotidiano 
“axioma” significa una verdad evidente. Pero no estamos utilizando este len- 
guaje; nos estamos ocupando de la matemática. Un axioma no es una verdad 
universal —cualquiera que ésta sea— sino una de varias reglas que describen 
una estructura matemática dada. Un axioma es verdadero en el sistema que se 
esté estudiando, porque se ha impuesto su veracidad por hipótesis. Es una li- 
cencia para realizar ciertas cosas dentro de la estructura particular. 

Se vuelve ahora a algo que se mencionó al principio, respecto de la reacción 
que muchos estudiantes tienen en su primer contacto con este tipo de álgebra, 
es decir, una falta de confianza en que la materia sea algo que pueden asimilar. 
Se exhorta al lector a que no se desanime si la exposición inicial le causa un 
poco de confusión. Concéntrese en ella, trate de entender lo que un concepto 
determinado dice y, lo más importante, examine ejemplos concretos particulares 
de dicho concepto. 


PROBLEMAS 4.1 - 


1. Sea S un conjunto y defínase una operación + en $ exigiendo que se cumplan 
las dos reglas siguientes en S: 
1. Si a, b son objetos cualesquiera de S, entonces a * b = 
2. Si a, b son objetos cualesquiera de S, entonces a * b = 
Demuéstrese que $ puede tener a lo sumo un objeto. 


lIl 
Sa 
* 
Q 
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2. Sea $ el conjunto de todos los enteros 0, +1, +2, ..., +A, ... . Para g, 
b en S defínase » mediante a * b = a —'b. Verifíquese lo siguiente: 
(a) a*«b*+b+*aa menos que a = b. 
(b) (a+ b)» c +a + (b » c) en general. ¿Con qué condiciones para a, b, 
ceslarb)«*c= a *(b.* c)? 
(c) El entero O tiene la propiedad de que a + O = a para todo q en S. 
(d) Para a en S$,a*ga =Q. 


3. Supóngase que S consiste en los dos objetos O y A. Se define la operación 
+ en $ sujetando O y A a las condiciones siguientes: 
LOAs A= A’ 
2.0: 0=0. 
JA*A=D. 
Mediante cálculos explícitos, verifíquese que si a, b son elementos cuales- 
quiera de S (esto es, 4, b pueden ser D o A), entonces: 
(a) a » b está en S. 
(b) (a*brc=0* (b*c0). 
(dd) axrb=bea. 
(d) Existe un elemento particular a en S tal que a + b = b+ g = b para 
todo b en 5. 
(e) Dado b en S, entonces b + b = a, donde a es el elemento particular de 
la parte (d). 





4.2 TEORÍA DE CONJUNTOS 


Debido a los cambios en los programas de estudios de matemáticas escolares, 
muchos estudiantes de nivel universitario ya han recibido alguna orientación 
acerca de la teoría de los conjuntos. La introducción que se imparte de ordi- 
nario en las escuelas sobre este tema, incluye las nociones elementales y las ope- 
raciones con conjuntos. Partiendo de la suposición de que muchos lectores ya 
tienen algún conocimiento de la teoría de conjuntos, se hará un examen rápido 
de aquellas partes de esta teoría que se utilizarán posteriormente. 

Sin embargo, se necesitan primeramente algunas notaciones. Para evitar la 
repetición interminable de ciertas expresiones, se adopta una especie de taqui- 
grafía. Sea S una colección de objetos, a los cuales se les llama elementos 
de S. Para indicar que un elemento dado a pertenece a S, se escribe a ES, lo 
cual se lee ‘‘a es un elemento de $°. Para indicar lo contrario, esto es, que un 
objeto a no es elemento de $, se escribe a £ S$. De esta manera si, por ejemplo, 
S denota el conjunto de todos los enteros positivos 1,2,3, ...,2,..., entonces 
165 E S, mientras que -13 € S. 

A menudo se desea saber o probar que, dados dos conjuntos $ y T, uno de 
ellos es una parte del otro. Se dice que S es un subconjunto de T, si cada ele- 
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mento de § es un elemento de T, lo cual se expresa S C T (que se lee **S está 
contenido en T”). En términos de la notación se tiene ahora que: S C Tsis € 
S implica que s € T. También se puede expresar esto escribiendo T > S, que 
se lee **T contiene a S””, (Esto no excluye la posibilidad de que S = T, o sea 
que S y T consten exactamente de los mismos elementos.) De esta manera, si 
T es el conjunto de todos los enteros positivos y § el de todos los enteros posi- 
tivos pares, entonces S$ C T, y S es un subconjunto de T. De acuerdo con la 
definición dada arriba, S D S para cualquier conjunto S; esto es. $ siempre 
es un subconjunto de sí mismo. 

Frecuentemente se enfrentará el problema de probar que dos conjuntos 5 
y T, definidos tal vez de maneras diferentes, son iguales, o sea que constan de 
los mismos elementos. La estrategia usual para probarlo consiste en demostrar 
que ala vez S C Ty T C S. Por ejemplo, si S es el conjunto de todos los en- 
teros positivos que tienen a 6 como factor y T es el conjunto de todos los 
enteros positivos que tienen a 2 y a 3 como factores, entonces $ = T. (Pruébese.) 

También surge la necesidad de un conjunto muy peculiar, a saber, uno que 
no tenga elementos. Éste se llama conjunto nulo o vacío y se denota con Ø; 
Ø tiene la propiedad de ser un subconjunto de cualquier conjunto S. 

Sean A, B subconjuntos de un conjunto S dado. Se presentan ahora mé- 

. todos para construir otros subconjuntos de S a partir de A y B. El primero de 

ellos es la unión de A y B, que se escribe A U B, y se define como el subcon- 
junto de $ que consiste de aquellos elementos de S que son elementos de A o 
son elementos de B. La '*o'” que se ha empleado tiene un significado un tanto 
diferente al del uso ordinario de la palabra. Aquí significa que un elemento c 
está en AU B si está eñ A, o en B, o en ambos. La “ʻo” no quiere decir que 
se excluye la posibilidad de que ambas cosas sean ciertas. Por consiguiente, A U 
A = A, por ejemplo. 


Si A = {1, 2, 3} y B = (2, 4, 6, 10), entonces A U B = (1, 2, 3, 4, 6, 10). 


Se pasa ahora a una segunda manera de construir conjuntos nuevos a partir 
de otros anteriores. Sean A y B en subconjuntos de un conjunto $; la inter- 
sección de A y B, que se escribe A N B, significa el subconjunto de S que con- 
siste en aquellos elementos que están a la vez en A y en B. Por consiguiente, 
en el ejemplo anterior, A NM B = (2). A partir de las definiciones involucradas, 
debe resultar claro que ANBCAyqueAN BC B. Ejemplos particulares 
de intersecciones que se cumplen universalmente son: ANA = A,ANMS = 
AANS = Ø. i 

Este es un momento oportuno para introducir un recurso notacional que 
será utilizado repetidas veces. Dado un conjunto $, se necesitará a menudo des- 
cribir el subconjunto A de S que satisfaga una propiedad determinada P. Esto 
se expresará como A = {s € Sis satisface P}. Por ejemplo, si A y B son subcon- 
juntos de S, entonces A U B = {s E€ SisE A o bien s € B}, mientras que 
ANB=(sESISEA y sEB). 
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Si bien las nociones de unión e intersección de subconjuntos de $ han sido 
definidas para dos subconjuntos, resulta claro cómo se puede definir la unión 
y la intersección de cualquier número de subconjuntos. 

Se presenta ahora una tercera operación que se puede realizar con conjuntos, 
la diferencia de dos conjuntos. Si A, B son subconjuntos de S, se define A — 
B = (a E Ala € B}. De esta manera, si A es el conjunto de los enteros positivos 
y Bel de los enteros pares, entonces 4 — B es el conjunto de los enteros posi- 
tivos impares. Cuando se tiene el caso particular de que A es un subconjunto 
de S, la diferencia S — A se llama complemento de A en S y se escribe 4”. 

Se representan ahora gráficamente estas tres operaciones. Si A es D yB 
es (B), entonces 


5 he ; 
1. AUB Y) es el área sombreada. 
2. ANB= €D es el área sombreada. 


3. A-=B= (2) es el área sombreada. 


7 
4. B-A= Y? es el área sombreada. 


Obsérvese la relación entre las tres operaciones, a saber, A U B = (AN B)U 
(A - B)U(B- A). A manera de ilustración de cómo proceder para demostrar 
la igualdad de conjuntos obtenidos mediante este tipo de construcciones teó- 
ricas, se probará esta última supuesta igualdad. Primero se demuestra que 
(AN B)JU(A-— B) U (B - A) CAU B; esta parte es fácil, ya que por defi- 
nición ANBCA,A-BCA,yB-ACBB, por lo tanto 


(ANBJU(A-BJU(B-A)CLUAUB=AUB. 


Ahora se procede hacia la otra dirección, es decir, AU BC (AN B)U 
(4 - BU(B- A) Dadou E AUB, siuEAyu€B, entonces uEANM 
B, asi que u está desde luego en (4 N B) U (A - B)U(B- A). Por otra parte, 
si u E A pero u € B, entonces, por la misma definición de A — B, u E A-B, 
así que nuevamente y resulta estar en (A N B) U (A — B) U (B — A). Final- 
mente, si u € B pero u € A, entonces u € B-— A, por lo que u de nuevo 
pertenece a (A D B) U (A — B) U (B — A). Se tienen cubiertas así todas las 
posibilidades y se ha demostrado que A UB C (AN B)U(A — B)U(B- A). 
Teniendo las dos relaciones de contenido recíproco entre A UBy(ANB)U 
(A — B) U (B- A), se obtiene la igualdad deseada de estos dos conjuntos. 

Se cierra este breve repaso de teoría de conjuntos con una construcción más 
que se puede efectuar. Esta se llama producto cartesiano, definida para los con- 
juntos 4, B mediante A x B = [(a, b)|a E A, b E B}, y en donde se conviene 
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en que el par ordenado (a, b) es igual al par ordenado (a,, bi) si y sólo sia = 
ayb = b,. Tampoco aquí cs necesario restringirse al caso de dos conjuntos; 
por ejemplo, se puede definir el producto cartesiano de los conjuntos A, B, C 
como el conjunto de ternas ordenadas (a, b, c), donde a E A4, bE B, cEC 
y la igualdad de dos ternas ordenadas se define por la igualdad de las compo- 
nentes respectivas. 


PROBLEMAS 4.2 


PROBLEMAS FÁCILES 


1, Descríbanse verbalmente los siguientes conjuntos. 
(a) S = (Mercurio, Venus, Tierra, ..., Plutón). 
(b) S = (Alabama, Alaska, ..., Wyoming). 


2. Describanse verbalmente los siguientes conjuntos. 
(a) S = (2, 4, 6,8, ...). 

(b) S = 12, 4, 8, 16, 32, ...). 

(e) S = [1, 4, 9, 16, 25, 36, ...). 


3. Si A es el conjunto de los residentes en los Estados Unidos, B el conjunto 
de los ciudadanos canadienses y Cel conjunto de todas las mujeres del mundo, 
descríbanse verbalmente los conjuntos ANNBNC,A-B,A-C,C-A. 


4.SiA = (1,4,7,a) y B = (3, 4, 9, 11) y se sabe que A N B = (4, 9), deter- 
mínese el valor de a. 


«.SIACByBCC, pruébese que A C C. 
. Si A C B, pruébese que AU CC BU C para cualquier conjunto C. 
, Demuéstrese qe AU B= BUAYANE8=BNA, 


+ Pruébese que (4 — B) U (B — A) = (A U B)- (A N B). Muéstrese gráfi- 
camente. 


9. Pruébese que A N (BUC) = (AN BJU (AN C). 
10. Pruébese que A U (BO C) = (4 U BN (A U C). 
11. Escribanse todos los subconjuntos de S = {1, 2, 3, 4). 


w JJ] A A 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


12. Si C es un subconjunto de $, .denótese por C' el complemento de C en S. 
Pruébense las leyes de De Morgan para subconjuntos A, B de S, a saber: 
(Y (ANBY =A UB. 
b) (AUB)] =A NB. 


I H 
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13. 


14. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


* Teoria de conjuntos 7 
Sea S un conjunto. Para dos subconjuntos cualesquiera de S se define 
A+B=(A-BJUIB-A) y A:'B=ANB. 


Demostrar que: 
(29) 4+B=B44. 
A. 


Ii 


(DD) A+ 0= 
(0) A A = A. 
(dd) A+ A= Ø. 


(0) A + (B+ C)= (4 + B) + C. 
(1) SIA + B= A + C, entonces B = C. 
(9 4:(8B+C0)=4:B+A:C. 


Si C es un conjunto finito, denótese por »(C) el número de elementos de 
C. Si A, B son conjuntos finitos pruébese que 


mA U B) = mA) + m(B) - ma N B). 


. Para tres conjuntos finitos A, B, C determínese una fórmula para 


m(A U B U C). (Sugerencia: Considerar primero D = B U C y aplicar el 
resultado del Problema 14.) 


Trátese de determinar m(4, U 43 U >07 U A,) para n conjuntos finitos 
Apn Aa oeer Åp 
Aplíquese el Problema 14 para demostrar que si el 80% de los norteameri- 


canos han cursado la preparatoria y el 70% leen un periódico diario, en- 
tonces por lo menos 50% reúnen ambas condiciones. 


Un sondeo de opinión pública muestra que el 93% de la población está de 
acuerdo con el gobierno en una primera decisión, el 84% en la segunda y 
el 74% en la tercera. Determinese por lo menos qué porcentaje de la po- 
blación está de acuerdo con las tres decisiones tomadas por el gobierno. (Su- 
gerencia: Aplicar el Problema 15.) - 


En su libro A Tangled Tale (Un cuento enmarañado), Lewis Carroll propuso 
el siguiente acertijo acerca de un grupo de excombatientes inválidos: “Su- 
pongamos que 70% ha perdido un ojo, 75% una oreja, 80% un brazo y 
85% una pierna. ¿Qué porcentaje, por lo menos, habrá perdido los cuatro 
miembros?” Resuélvase. 


Para conjuntos finitos 4, B, demuéstrese que mA x B) = m(A)m(B). 


Si S es un conjunto que consta de cinco elementos: 

(a) ¿Cuántos subconjuntos tiene $? 

(b) ¿Cuántos subconjuntos de cuatro elementos tiene S? 
(e) ¿Cuántos subconjuntos de dos elementos tiene 5? 
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PROBLEMAS DIFÍCILES 


22. (a) Demuéstrese que un conjunto que consta de 7 elementos tiene 2” sub- 
conjuntos. 
(b) SiO < m < n, determinese cuántos subconjuntos hay que consten de 
exactamente m elementos. 





41.3 FUNCIONES O APLICACIONES (MAPEOS) 





Uno de los conceptos verdaderamente universales que abarca casi todos los as- 
pectos de las matemáticas, es el de función o aplicación de un conjunto en otro. 
Se puede decir con toda seguridad que no hay parte de las matemáticas donde 
esta noción no se presente o no desempeñe un papel principal, la definición 
de función de un conjunto en otro se puede formular en términos de un sub- 
conjunto del producto cartesiano de dichos conjuntos. En su lugar se dará aquí 
una definición informal y ciertamente no rigurosa de tal concepto. 

Sean S, T conjuntos; una función o aplicación f de S en T es una regla que 
asigna a cada elemento s € S un elemento ¿nico t E T. Se explicará un poco 
más a fondo lo que esto significa. Si s es un elemento dado de $, entonces hay 
solamente un elemento f de T que es asociado a s por la aplicación. Cuando 
s varía en S, £ varía en T (de una manera dependiente de s). Obsérvese que en 

E virtud de la definición dada, la siguiente no es una aplicación. Sea S el conjunto 
de todas las personas del mundo y Tel conjunto de todos los paises del mundo. 
Sea f la regla que asigna a cada persona su país de nacionalidad. Entonces f 
no es una aplicación de $ en T. ¿Por qué? Porque hay personas que gozan de 
doble nacionalidad; para ellas no habria un país úrrico de nacionalidad. De esta 
manera, si Mary Jones es tanto ciudadana inglesa como francesa, f no tendría 
sentido actuando como aplicación en Mary Jones. Por otra parte, si R es el con- 
junto de los números reales, la regla f: R > R, definida por f(a) = a? para 
a ER, es una función perfectamente aceptable de R en R. Nótese que f(-2) = 
Cay = 4 = f(2), y fica) = f(a) para todo a ER. 

Mediante f: S > T se denota que f es una aplicación de S en T y se escribe 
t = f(s) para el t € T mencionado arriba y se le llama imagen de s bajo f. 

El concepto considerado no es nuevo para la mayoria de nosotros. Desde 
la escuela primaria hemos encontrado constantemente aplicaciones y funciones, 
a menudo como fórmulas. Sin embargo, las aplicaciones no se reducen tan 
sólo a conjuntos de números; pueden ocurrir en cualquier área, como se verá 
en seguida. 


EJEMPLOS 


1. Sean S = (todos los hombres que han existido) y T = [todas las mujeres 
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que han existido). Defínase f: S — T por f(s) = madre dẹ s. Entonces, F(ohn 
F. Kennedy) = Rose Kennedy, y de acuerdo con la definición, Rose Kennedy 
es la imagen bajo f de John F. Kennedy. 


2. Sean S = (todos los ciudadanos de los Estados Unidos) y 7 = {los 
enteros positivos). Para s € S defínase f(s) mediante f(s} = número de registro 
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de Seguridad Social de s. Esto define una aplicación de S en T. 


3. Sean S el conjunto de todos los artículos de una tienda de abarrotes y 
T = (los números reales). Defínase f: S > T mediante f(s) = precio de s. Esta 
es una aplicación de S en T. 

4. Sean S el conjunto de los enteros y T = S. Defínase f: S + T por 
F(m) = 2m para cualquier entero m. De esta manera, la imagen de 6 bajo esta 
aplicación, f(6), está dada por f(6) = 2 - 6 = 12, mientras que la de —3, 
F (3), está dada por f(-3) = 4-3) = —6. Si sı, s, E S están en S y f(s,) = 
F (sz). ¿qué se puede decir acerca de s, y s? 


5. Sea S = Tel conjunto de los números reales; defínase f: $ — T mediante 
s?, Determínese si todo elemento de T aparece como imagen de 
algún s E 5. Si no es así ¿cómo se describiría el conjunto de Tona las imágenes 
(A(s)ls € S}? ¿Cuándo es f(s,) = f(s:)? | 


6. Sea S = Tel conjunto de los números reales; defínase f: S + T mediante 
f(s) = s?. Esta es una función de S en T. ¿Qué se puede decir acerca de 
(f(5)|s E SP? ¿Cuándo es fs) = Js)? 


7. Sean T cualquier conjunto no vacio y S = T x T, el producto cartesia- 
no de T consigo mismo. Defínase f: T x T — T mediante f(f,, f) = t. Esta 


aplicación de T x Ten T se llama proyección de T x T sobre su primera 
componente. 


8. Sean S el conjunto de los enteros positivos y T el de los números racio- 
nales positivos. Defínase f: S x S + T mediante f((m, n)) = m/n. Esto esta- 
blece una aplicación de S$ x S en T. Nótese que f((1, 2)) = 144 mientras que 
JAG, 6) = e = Y = F((1, 2)), aunque (1, 2) + (3, 6). Descríbase el subcon- 
junto de S x S tal que fí(a, b) = Y2. 


Las aplicaciones que se definen en los Ejemplos 9 y 10 ocurren para con- 
juntos no vacios cualesquiera y desempeñan un papel especial. 


9, Sean S, T conjuntos no vacios y f un elemento fijo de T. Defínase f: 
S —> T mediante f(s) = t para cada s € S; f se llama función constante de S 
en T. 


10. Sea S cualquier conjunto no vacío y defínase i: $ > S mediante ¿(s) = 
s para todo s ES. A esta función de S en sí mismo se le llama función identidad 
{o aplicación identidad) en S. A veces se puede denotarla por i, (y posterior- 
mente en este libro, por e). 
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Se necesita ahora alguna manera de identificar cuándo dos aplicaciones de 
un conjunto a otro son iguales, Esto no está dado de antemano; a nosotros 
nos toca decidir cómo definir f = g, donde f: S > T y g: S > T. Lo más na- 
tural es definir dicha igualdad vía las acciones de f y g sobre los elementos de 
S. En forma más precisa, se dice que f = g si y sólo si f(s) = g(s) para todo 
s € S. Si Ses el conjunto de los números reales y se define fen S mediante f(s) = 
s? + 2s + 1, mientras que se define g en S por g(s) = (s + 1), la definición 
de igualdad de f y g es simplemente una afirmación de la conocida identidad 
(s + 1 = 5? + 25 + 1. 

Se señalarán ahora ciertos tipos de aplicaciones por la forma como se com- 
portan. 


DEFINICIÓN. Una aplicación f: S —> T es suprayectiva o sobre si 
todo f E T es imagen bajo f de algún s € S; esto es, si y sólo si, dado 
¿E T, existe un s E S tal que t = f(s). 


La aplicación del Ejemplo 1 dado anteriormente no es suprayectiva, ya que 
no toda mujer que haya existido fue madre de algún varoncito. De manera se- 
mejante, la aplicación del Ejemplo 2 no es suprayectiva, porque no todo entero 
positivo es número de registro de Seguridad Social de algún ciudadano nortea- 
mericano. La aplicación del Ejemplo 4 no es suprayectiva porque no todo entero 
es par; y en el Ejemplo 5 nuevamente la aplicación no es suprayectiva, porque 
el número —1, por ejemplo, no es el cuadrado de ningún número real. Sin em- 
bargo, la aplicación del Ejemplo 6 es suprayectiva, porque todo número real 
tiene una raíz cúbica real única. El lector puede decidir si las aplicaciones dadas 
en los demás ejemplos son o no suprayectivas. 

Si se define f(S) = [f(s) € Sis E S}, otra manera de expresar que la apli- 
cación f. S -> T es suprayectiva, es diciendo que f(S) = T. 

Hay otro tipo específico de aplicación que desempeña un papel importante 
y particular en lo que sigue. 


DEFINICIÓN. Se dice que una aplicación f: S > T es inyectiva o uno 
a uno (abreviado 1-1) si para s, + s en S, fisi) + (s2) en T. En forma 
equivalente, f es 1-1 si f(s,) = f(s,) implica que sı = $. 


Dicho de otra forma, una aplicación es 1-1 si lleva objetos distintos a imá- 
genes distintas. En el Ejemplo 1 dado anteriormente, la aplicación no es 1-1, 
ya que dos hermanos tendrían la misma madre. Sin embargo, la aplicación del 
Ejemplo 2 es 1-1 porque ciudadanos distintos tienen distintos números de re- 
gistro de Seguridad Social (siempre que no se haya cometido ningún error en 
ese Organismo, lo cual es poco probable). El lector debe verificar si los demás 
ejemplos dados son de aplicaciones 1-1. 

Dada una aplicación f: S > Ty un subconjunto A C T, se desea considerar 
el conjunto B = {s E S| f(s) E A), al cual se denotará por $—((4) y se llamará 
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la imagen inversa de A bajo f. De particular interés es f7'(£), la imagen inversa 
del subconjunto (+) de T que consiste solamente del elemento + € T. Si la ima- 
gen inversa de (£) consta de solamente un elemento, digamos s € S, se podría 
intentar definir f—'(£) mediante /7'(£) = s; como puede verse, esta no es nece- 
sariamente una aplicación de T en S, pero sí lo es en caso de que f sea 1-1 y 
suprayectiva. Se empleará la misma notación f”' tanto en el caso de subcon- 
juntos como de elementos. Dicha f~! no define en general una aplicación de 
T en $ por varias razones. En primer lugar, si f no es suprayectiva, entonces hay 
algún ź en T que no es imagen de ningún elemento s, de modo que (4) = 
Ø. En segundo lugar, si f no es 1-1, entonces para algún ! € T hay por lo menos 
dos elementos sı + s, en S tales que f(s,) = £ = f(s,). Por consiguiente f~ '{4) 
no es un elemento único de § —condición que se requiere en la definición de 
aplicación. Sin embargo, si f es a la vez 1-1 y suprayectiva en T, entonces f 7 
define realmente una aplicación suprayectiva de T en $. (Verifíquese.) Esto da 
lugar a una clase muy importante de aplicaciones. 


DEFINICIÓN. Se dice que una aplicación f: S > T es una correspon- 
dencia bivectiva o biyección si f es a la vez inyectiva y suprayectiva. 


Luego de contar ya con la noción de aplicación y haber señalado varios tipos 
especiales, se podría muy bien preguntar: '“Muy bien, pero ¿qué se puede rea- 
lizar con ellas?” Como se verá en seguida, se puede introducir una operación 
de combinación de aplicaciones en ciertas circunstancias. 

Considérese la situación g: S > T y f: T > U. Dado un elemento s € S, 
g lo envía al elemento g(s) de T; de modo que g(s) es un elemento sobre el cual 
puede actuar f. De esta manera se obtiene un elemento f(g(s)) E U. Este proce- 
dimiento proporciona una aplicación de S en U. (Verifíquese.) De manera más 
formal se tiene la siguiente 


DEFINICIÓN. Sig: S > Tyf: T > U, entonces la composición (o pro- 
ducto), denotado por f e g, es la aplicación f ° g: S > U definida me- 
diante (f > g)(s} = f(g(s)) para todo sE S. 


Nótese que para la composición de las aplicaciones f y g —esto es, para que 
fo g tenga sentido— el conjunto terminal T de la aplicación g debe ser el con- 
junto inicial de la aplicación f. Un caso especial en el que siempre se pueden 
componer dos aplicaciones cualesquiera, es cuando S = T = U, esto es, cuando 
S se aplica a sí mismo. Este caso, aunque sea especial, es de suma importancia. 

Verifiguemos unas cuantas propiedades de la composición de aplicaciones. 


LEMA 4.3.4. Si h: 5 > T, g: T > U, y f£ U>— Y, entonces 
Per n=Gog. 


DEMOSTRACIÓN. ¿Cómo proceder para demostrar este lema? Para verificar 
que dos aplicaciones son iguales, se debe simplemente comprobar que actúan 
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de la misma manera sobre cada elemento. Nótese ante todo que tanto f o (g e h) 
como (f > g) > h definen aplicaciones de S en V, así que tiene sentido hablar 
de su posible igualdad. 

En consecuencia, la tarea consiste en demostrar que para todo s E 5, 
(fo (2 9 h)Xs) = Uf e g) > As). Se aplica la definición de composición para 


ver que 
(fo (e e RMS) = FU ° ANS) = (8h XS). 
Desarrollando ((f o g)) ° Ms) = (fe gXh{s)) = F(e(AXs)), se ve que efecti- 
vamente 
Fo (8 ° hXs) = (fo 8} ° hXs) para todo s € S. 


Consecuentemente, por definición, fo (g ° A) = (f° g) o h. O 


(El símbolo O siempre indicará que la demostración ha concluido.) 

La iguaidad anterior se describe diciendo que las aplicaciones satisfacen la 
ley asociativa, bajo la composición. Debido a la igualdad involucrada, no se 
necesitan realmente los paréntesis, por lo cual se escribe tanto f o (g ° A) como 


fogoh 


LEMA 4.3.2. Sig: S> Ty f: T > U son ambos inyectivas, entonces 
fog:5>U también es inyectiva. 


DENOSTRACION, Supóngase que (f ° gXsi) = (f ° gXs2)}; de modo que, por 
definición, /(e({s:) = f(2(s,)). Dado que f es 1-1, de lo anterior se deduce que 
g(s.) = g(s,); sin embargo, g también es 1-1, así que se concluye que 5, = $». 
Puesto que (f ° gXs,) = {f° gXGs,) implica s, = s,, la aplicación f o g es in- 
yectiva. 


Se deja al lector la demostración de la siguiente observación. 


OBSERVACIÓN. Sig: S > Ty f: T > U son ambas suprayectivas, entonces 
feg: S > U también es suprayectiva. 


Una consecuencia inmediata de la combinación de la Observación y el 
Lema 1.3.2 es obtener 


LEMA 4.3.3. Sig: S> Tyf: T > U son ambas biyectivas, entonces 


fo g: S > U también es biyectiva. 


Si f es una correspondencia biyectiva de S sobre T, entonces se puede de- 
mostrar fácilmente que el “*objeto”* f—!: T => S definido anteriormente es una 
aplicación inyectiva de T sobre S, En este caso se llama inversa de f. En tal situa- 
ción tenemos 


LEMA 4.3.4, Si f: S —> T es una biyección, entonces fef = 
y yf ef= iş donde į ise iy son las aplicaciones identidad de Ss y T, res- 
pectivamente. 


1.3 + Funciones o aplicaciones (mapeos) 43 


DEMOSTRACIÓN. Se verifica una de ellas. Si 1 € T, entonces (f + ft) = 
HI U0). Pero ¿qué es £7 11)? Por definición, ft) es aquel elemento sy € 
S tal que t = f(sp). ¿Cuál es el sy E S tal que f(So) = f(s)? Claramente resulta 
que sy es el propio s. De esta manera f(f—U1)) = f(So) = t. En otras palabras, 
(fof7 11) = t para todo t E T; por lo tanto fo f7! = izy, la aplicación iden- 
tidad en 7. ; 


Se deja al lector la demostración del último resultado de esta sección. 


LEMA 4.3.5. Si f: S—> T e i, es la aplicación identidad de T en sí 
mismo e ¡ses la de S sobre sí mismo, entonces iro f = fyfeis =f. 


PROBLEMAS 4.3 


PROBLEMAS FÁCILES 


L 


Para los S, T indicados, determíinese si f: S > T define una aplicación; si no, 

expliquese por qué. 

(a) S = conjunto de las mujeres, T = conjunto de los hombres, f(s) = 
esposo de s. 

(b) S = conjunto de los enteros positivos, T = S, f(s) = s— 1. 


- (e) S = conjunto de los enteros positivos, 7 = conjunto de los enteros no 


negativos, f(s) = s— 1. 
(d) S = conjunto de los enteros no negativos, T = S, f(s) = s- 1. 
(e) S = conjunto de los enteros, T = S, f(s) = s- 1. 
(f) S = conjunto de los números reales, T = S, f(s) = Vs. 
(g) S = conjunto de los números reales positivos, T = S, f(s) = vS. 


. En aquellas partes del Problema 1 en donde f define una función, deter- 


minese si ésta es inyectiva, suprayectiva o ambas cosas. 


. Si f es una aplicación inyectiva de S sobre T, pruébese que f7! es una apli- 


cación inyectiva de T sobre S. 


. Si f es una aplicación inyectiva de S sobre T, pruébese que f~! o f = is. 


5. Dése una demostración de la Observación que sigue al Lema 1.3.2. 


. Si f: S > Tes suprayectiva y g: T > Uy h: T > U son tales que g ° f = 


h o f, pruébese que g = h. 


. Si g: S> Th: S> T, y si f. T> U es inyectiva, demuéstrese que sifo 


g = fo h, entonces g = A. 


. Sean S el conjunto de los enteros y T = {1, —1); defínase f: S > T como 


As) = 1 sises par, f(s) = —1 si s es impar. 
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10. 


11. 


(a) Determínese si esto define una función de S en 7. 

(b) Demuéstrese que f(s, + $2) = (sı) f(s). ¿Qué dice esto acerca de los 
enteros? ' 

(c) Determinese si también es cierto que f(s¡s2) = f(S¡)f(s2). 


. Sea S el conjunto de los números reales.  Definanse J: S > Spor f(s) = $°, 


yg: S>8S por gls) = Ss + l. 

(a) Obtener f o g. 

(b) Obtener g of. 

(ce) ¿Esfog= gof? 

Sea S el conjunto de los números reales y para a, b € S, donde a + 0; de- 

finase fs) = as + b. 

(a) Demuéstrese que fab ° fea = fuv para ciertos u, v reales. Dénse valores 
explícitos para u, v en términos de a, b, c y d. 

(b) ¿Es foo ° Jea = fea ° Jap siempre? 

(c) Hallar todas las f, , tales que fao ° fia = Jia fu 

(d) Demuéstrese que fzp' existe y encuéntrese su forma. 


Sea S el conjunto de los enteros positivos. Defínase f. S — S mediante f(1) = 
2,02) = 3, (3) = 1, y f(s) = s para cualquier otro s € S. Demuéstrese 
que fofof= is. ¿Cuál es f~’ en este caso? 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


12. 


13. 


14. 


16. 


Sea S el conjunto de los números racionales no negativos, esto es, S = 

[m/n|m, n enteros, n + 0}, y sea T el conjunto de los enteros. 

(a) Determinese si f: S > T dada por f(m/n) = 2”3" define una función 
válida de S en 7. 

(b) Si no es función, ¿cómo se podría modificar la definición de f para 
obtener una función válida? 


Sea S el conjunto de los enteros positivos de la forma 2”3", donde m > 0, 
n > 0, y T el conjunto de los números racionales. Definase f: S — T por 
F(2"3”) = m/n. Pruébese que f define una función de S en T. (¿En qué 
propiedades de los enteros se basa esto?) 


Defínase f: S > S, donde S es el conjunto de los enteros, mediante f(s) = 
as + b, donde a, b son enteros. Determínense condiciones necesarias y su- 
ficientes para a, b de tal manera que fo f = is. 


. Hallar todas las f de la forma dada en el Problema 14 tales que fo fo f = 


Es. E 


Si f es una aplicación inyectiva de S sobre sí mismo, demuéstrese que 


La. 
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17. Si S es un conjunto finito con m > 0 elementos, ¿cuántas aplicaciones hay 
de S en sí mismo? 


18. En el Problema 17, ¿cuántas aplicaciones inyectivas hay de S en sí mismo? 


19. Sea S el conjunto de los números reales y defínase f: S > S por f(s) = 
$ + as + b, donde a, b son números reales fijos. Pruébese que f no puede 
ser suprayectiva ni inyectiva para ningún valor de a, b. 


20. Sea S el conjunto de los números reales positivos. Determinese si es posible 
que para a, b, c, d números reales y c, d positivos, la “aplicación” f: S > 
S definida por f(s) = (as + bj (cs + d), satisfaga fo f = is. Hallar todos 
los a, b, c, d que sirvan para el caso. ¿Es f una aplicación de $ en sí mismo? 


21. Sea $ el conjunto de los números racionales y Jp: S > S definida por 
Fis) = as + b, donde a % 0, b son números racionales. Encuéntrense 
todas las f. y de esta forma que satisfagan fa ° fap = Jao ° fea para toda 


Sav 


22. Sean $ el conjunto de los enteros y a, b, e números racionales. Definase f: 
S — S mediante f(s) = as? + bs + c. Determinense condiciones necesarias 
y suficientes para a, b, c, de tal manera que f defina una aplicación en S. 
[Nota: No es necesario que a, b, c sean enteros; por ejemplo, f(s) = 
Masís + 1) = 25? + ls da siempre entero cuando s es entero.] 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


23. Sean S el conjunto de los enteros de la forma 2”3”, m > 0,n > 0Oy Tel 
conjunto de los enteros positivos. Demuéstrese que hay una correspondencia 
biyectiva de $ sobre T. 


24. Aplicando los Problemas 23 y 13, pruébese que hay una correspondencia 
biyectiva del conjunto de los enteros positivos sobre el conjunto de los nú- 
meros racionales positivos. 


25. Sean S el conjunto de los números reales y T el de los reales positivos. 
Hallar una aplicación inyectiva f de S sobre T tal que f(s, + s) = 
` Fs) /(s,) para todos los s,, S € S. 


26. Para la f del Problema 25, obtener f”* xpllcitamente: 
27. Si f, g son aplicaciones de Sen S y fo ges una función constante, entonces 


(a) ¿Qué se puede decir acerca de f si g es suprayectiva? 
(b) ¿Qué se puede decir acerca de g si f es inyectiva? 


28. Si S es un conjunto finito y f es una aplicación de S sobre sí mismo, de- 
muéstrese que f debe ser inyectiva. 


16 





1.4 
INYECTIVAS DE $ SOBRE SÌ MISMO) 





CAPÍTULO 1 + TEMAS FUNDAMENTALES 


29. Si S es un conjunto finito y f es una aplicación inyectiva de $ en sí mismo, 
demuéstrese que f debe ser suprayectiva. 
30. Si S es un conjunto finito y f es una aplicación cea de $ en sí mismo, 
dermuéstrese que para algún entero 2 > 0, 
fofofo of = is. 


R Veces 





31. Si en el Problema 30, S consta de m elementos, hallar un n > 0 (en tér- 
minos de m) que funcione simultáneamente para todas las aplicaciones in- 
yectivas de S en sí mismo. 


En esta sección se concentrará el interés en aplicaciones particularmente ame- 
nas de un conjunto no vacío S en sí mismo. Es decir, se considerará el conjunto 
A(S) de todas las aplicaciones inyectivas de $ sobre sí mismo. No obstante que 
la mayor parte de lo tratado en este libro abordará el caso en el que S sea un 
conjunto finito, por lo pronto no se limitará aquí a dicha situación. 

Cuando $ tiene un número finito de elementos, digamos n, A(S) recibe un 
nombre especial. Se le llama grupo simétrico de grado n y se denota a menudo 
por S,. El Capítulo 3 se dedicará a un estudio algo profundo de S,. En la in- 
vestigación de grupos finitos, S, desempeña un papel principal. 

Hay muchas propiedades del conjunto A (S) sobre las cuales nos podríamos 
concentrar. Se ha elegido desarrollar aquí aquellos aspectos que motivarán la 
noción de grupo y que proporcionarán al lector cierta experiencia y sentido para 
trabajar en el marco de la teoría de grupos. Los grupos serán tratados en el Ca- 
pítulo 2. 

Se comienza con un resultado que realmente es un compendio de algunos 
de los que se obtuvieron en la Sección 3. 


LEMA 14.4.4. A(S) satisface lo siguiente: 
(a) J, g € A(S) implica que fo g E A(S). 
(b) f, &, h € A(S) implica que (fo g)o A = fe (geh). 
(c) Existe un elemento —la aplicación identidad ¿ —tal que f o i 
i of= J para toda f€ A(S). 
(d) Dada f € A(s), existe una g E A ASE = f—') tal que f ° g 
gof=i o 


[j 


DEMOSTRACIÓN. Todos estos puntos se desarrollaron en la Sección 3, ya sea 
en el material del texto o en los problemas. Se deja al lector encontrar la parte 


14 + A(S} (Conjunto de las aplicaciones Inyectivas de $ sobre si mismo) 47 


relevante de la Sección 3 que verifique cada uno de los enunciados del (a) al 


(d). 


Nos gustaría saber ahora cuántos elementos hay en A(S) cuando $ es un 
conjunto finito que consta de z elementos. Para tal efecto, primero se realiza 
una ligera disgresión. 

Supóngase que cierta cosa se puede efectuar de r maneras diferentes y que 
una segunda cosa independiente de la primera se puede hacer de s maneras dife- 
rentes. ¿De cuántas maneras diferentes se pueden llevar a cabo ambas cosas 
juntas? La mejor forma de averiguarlo es hacer una ilustración de esto en un 
contexto concreto. Supóngase que hay r caminos que van de Chicago a Detroit 
y s caminos de Detroit a Chicago (r no es necesariamente igual a s, puesto que 
algunos de estos caminos pueden ser de un solo sentido). ¿De cuántas maneras 
se puede realizar el viaje redondo de Chicago a Detroit? Evidentemente, por 
cada camino que se tome de Chicago a Detroit se tienen s opciones para el re- 
greso. Se puede empezar el viaje desde Chicago de r maneras distintas, por lo 
tanto se puede completar el viaje redondo de 


SASHA +SS 





7 veces 


maneras diferentes. 
Resulta claro que se puede extender la realización de dos cosas independientes 
a m de ellas, para cualquier entero m > 2, Si la primera se puede efectuar de 


r, maneras distintas, la segunda de 7, modos, ...,.la m-ésima de fm maneras 
distintas, entonces todas juntas se pueden llevar a cabo de Fr, ... r,, modos 
diferentes. 


Recordemos algo que es muy conocido: 


DEFINICIÓN. Sin > 1 es un entero positivo, entonces 7! (léase ''n 
factorial”) se define por n! = 1: 2: 3 -*: n. 


LEMA 1.4.2. Si S tiene n elementos, entonces A (S) consta de z! ele- 
mentos. 


DEMOSTRACIÓN. Sea f € A(S), donde S = (x,, Xz ..., Xa}. ¿Cuántas op- 
ciones de lugares para enviar a x, tiene f? Evidentemente son n, porque x; se 
puede enviar bajo f a cualquier elemento de S. Pero ahora f no es libre de enviar 
a x a cualquier lugar, porque como f es inyectiva, se debe tener f(x,) + f(xz). 
Así que x, se puede enviar a cualquier sitio excepto a f(x). Por lo tanto, f 
puede asigríar a x,, n — 1 imágenes diferentes. Prosiguiendo de esta manera, 
se ve que f puede enviar a x; hacia n — (i — 1) imágenes diferentes. Por lo tanto, 
el número de tales f es n(n — 1Kn-— 2) +: 1 = nm, 
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El número nt se hace muy grande rápidamente. Para poder ver la situación 
en su totalidad, se examina el caso especial n = 3, donde +»! es todavía real- 
mente pequeño. 7 

Considérese A(S) = S,, donde S consiste en los tres elementos Xi, Xz, X3. 
Se enumeran todos los elementos de $}, describiendo cada aplicación explíci- 
tamente por medio de lo que realiza a cada uno de xi, X2, X3. 


EX] Xp X2 Xn X% + X 
Í: X > Xar XXX. 
8: X Xa G P X G > a. 
e gof X Xp X2 X, X% > xX. (Verifíquese.) 
. fe 8i X > Xy, X "> Xp Xx3 > xı (Verifíquese.) 
6. feof xX > X, X% Xp X% > x. (Verifiquese.) 


+ 


AN 


Puesto que aquí se han enumerado seis elementos de $, distintos y $, tiene 
solamente seis elementos, se tiene una lista completa de todos los elementos de 
Sy. ¿Qué indica esta lista? Para empezar, se observa que f ° g + g o f, así que 
se viola una regla conocida de la especie de aritmética que se ha estado empleando. 
Puesto que g € S, y g € Sy, se debe tener g > g también en S3. ¿A qué es igual? 
Si se calcula g o g, se obtiene fácilmente g © g = i. De manera semejante, se 
obtiene 


(fogolfog = i= (80) o (80). 


Nótese también que f° (f° f) = i, por lo tanto f~! = fo f. Finalmente se deja 
al lector demostrar que go f = fog, 

Resulta un poco incómodo escribir este producto en 4(S) empleando el 
simbolo o. En adelante se omitirá y se expresará f e g simplemente como fg. 
También se comenzará a emplear la ““taquigrafía”? de los exponentes para evitar 
expresiones como fe fofo ++ of. ParafE€ A(S) se define f? = i f! = f, 
f? = fef = ff, y así sucesivamente. Para exponentes negativos —n se define 
f7* mediante $7" = (£7 1)", donde » es un entero positivo. Las leyes usuales 
de los exponentes prevalecen, a saber f"f* = f'** y (fY = f". Dichas leyes 
se dejan como ejercicios —un poco tediosos, por lo demás— para el lector. 

No debe concluirse precipitadamente que todas las propiedades conocidas 
de los exponentes se satisfacen. Por ejemplo, en el caso de las f, g € S, defi- 
nidas anteriormente afirmamos que (fe)? + $*g?. Para probarlo, nótese que 


Jei X T Xa E A Xi 


de tal manera que (JB): Xx, > Xi, X2 > Xn Xy > X3, esto es, (Jg) = i. Por otra 
parte, f? + i yg? = i por lo tanto f?%g? = f? £ i, por lo cual (fgY + f*g? en 
este caso. 

Sin embargo, algunas otras propiedades conocidas sí se cumplen. Por 
ejemplo, si f, g, h están en A(S) y fa = fh, entonces g = h. ¿Por qué? Porque 
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de fg = fh se tiene f”U(fg) = fh); por lo tanto, g = ig = (f'f)g = 
USO = FS UM) = (TINA = ih = h. De modo semejante, gf = kf im- 
plica que g = Á. Así que se puede cancelar un elemento en una ecuación de 
esta forma siempre que zno se cambien las posiciones. En Sy, f, g satisfacen 
gf = f'g, pero dado que f + f7' aquí no se puede cancelar g. 


PROBLEMAS 4.4 


Recuérdese que fg representa f o g y, además, lo que f” significa. S, sin subín- 
dices, será un conjunto no vacío. 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Si sı + s, están en S, demuéstrese que hay una f € A(S) tal que f(s) = S2- 


2. Si sı € S, sea H = {f E A(S) f(s) = sı}. Demuéstrese que: 
(a) ¡€ H. 
(b) Si f, g € H, entonces fg € H. 
(c) Si f€ H, entonces f | E H. 
3. Sis, # s, están en S y f(s,) = s, donde f € A (5), si H es como en el Pro- 
blema 2 y K = {g € A(S)lg(s,) = s,), demuéstrese que: 
(a) Si g € K, entonces f 'gf € H. 
(b) Si k E H, entonces existe alguna g € K tal que A = flgf. 
4. Si f, 2, h E€ A(S), probar que (f "gfM£ Af) = feh) f. ¿Qué se puede 
decir de (f'g fy"? 
5. Si f, g E A(S) y fe = gf, probar que: 
(a) (Je? = f'g. 
(b) ey = fig. 
6. Extiéndase el resultado del Problema 5, para las mismas f y g, y demués- 
trese que (f2)” = f”g” para todos los enteros m. 


7. Verifíquense las leyes de los exponentes, a saber ff! = fS y (PY = f” 
para fE A(S). 
8. Si f, g E A(S) y (JgY = f’g’, pruébese que fg = gf. 
9, Si S = ([x,, X2, X, Xa}, sean f, g E S, definidas mediante 
J: X T Xan X > Xp XG > Xy, X4 ™ Xj, 


A 8: X > Xn Xa È Xis Xa > Xz, Xy > Xy 
Calcúlėnse: 

IATA 

(b) g?, g°. 
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(c) fe. 
(d) 2f. 
(e) (Ser, EFF. 
(f) ¿Son iguales fe y gf? 
10. Si f E S,, demuéstrese que fÉ = i. 


11. ¿Es posible encontrar un entero positivo m tal que f” = i para toda f € 
Sa? 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


12. Si f E S,,, demuéstrese que existe algún entero positivo k, dependiente de 
f, tal que ft = i. (Sugerencia: Considérense las potencias positivas de f.) 


13. Demuéstrese que existe un entero positivo ż tal que f’ = i para toda f € S,. 


14. Sim < n, demuéstrese que existe una aplicación inyectiva F: S,, > S, tal 
que F( Jg) = F(SF(g) para toda f, g € Sn. 


15. Si S tiene tres o más elementos, demuéstrese que se pueden encontrar f, g € 
A(S) tales que fg Æ+ ef. 


16. Sea S un conjunto infinito y M C A(S) el conjunto de los elementos 


FE ALS) tales que f(s) + s para a lo sumo un número finito de s € 5. 
Probar que: 


(a) f, g € M implica que fg € M, 
(b) FE M implica que f~! € M. 


17. Para la situación del Problema 16, demuéstrese que, si fE A(S}, f! Mf = 
(S712f1g € M} debe ser igual a M. 


18. Supóngase que $ D T y considérese el subconjunto U(T) = 
{JE A(S)] (£) E T para todo ¿€ T}. Probar que: 
(a) i € U(T). 
(b) f, g € U(T) implica que fg € UT). 

19. Si el conjunto S del Problema 18 tiene n elementos y T tiene m elementos, 
¿cuántos habrá en U(7)? Demuéstrese que existe una aplicación F: U(T) > 
Sm tal que F(fg) = F($F(g) para f, g € U(T) y que F es suprayectiva 
en Sp. 


20. Sim < n, ¿puede ser inyectiva la F del Problema 19? Si así es, digase cuándo. 
21. Demuéstrese que la aplicación f en S, definida por 
Í: Xi > Xn X 7 Xa X3 > Ms + + Xni O Ms Xn S Xi 


festo es, f(x) = xj, sii< n, f(x,) = xı] puede escribirse como f = 
2:8: *** £n—| donde cada g; E S, intercambic exactamente dos elementos de 
S = {x}, ..., xy), dejando fijos los otros elementos de S. 
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22. Si f € S, demuéstrese que f = hih, +: > Am para algunas h; E S, tales que 
ks=i 


¿+ 
23. Un elemento de S, se llama transposición si intercambia dos elementos, de- 
jando fijos los demás. Demuéstrese que cualquier elemento de S, es un 
producto de transposiciones. (Esto agudiza el resultado del Problema 22.) 


24. Si n es mayor que o igual a 3 y f está en S, demostrar que f no es igual a 
g` para ninguna g de S,. 


25. Sif ES, es tal que f # i pero f? = i, demuéstrese que se pueden numerar 
los elementos de S de tal manera que f(x) = Xn, JOG) = Xx, MX) = Xi, 
IX) = Xs, S(x) = Xes SX) = Xy Md = Xian Jaa) = 
Xu IMA 3) = Xg 1, para cierto k, y que f(x,) = x, para los demás x, € 


26. Considérese una mano fija en un juego de naipes de 52 cartas como una 
aplicación inyectiva sobre sí mismo. Demuéstrese que en la repetición de 
dicho arreglo un número (positivo) finito de veces hará volver las cartas a 
su orden original. 


27. Sean FE A(S) y s ES. Se llama órbita de s (relativa a f) al conjunto O(s) = 
{4s} j entero). Demuéstrese que si s, £ € $, entonces O(s) N O(t) = Y 
o bien O(s) = O(4). 


28. Si S = {Xi Xo -.., X} y FE Su se define por f(x} = Xai sii =1,2,..., 
11 y fx11) = x,, encuéntrense las órbitas (relativas a f) de todos los 
elementos de S. 


29. Si f E A(S) satisface f? = i, demuéstrese que la órbita de cualquier ele- 
mento de $ consta de uno o de tres elementos, l 


30. Recuérdese que un entero positivo p > 1 se llama xúmero primo si p no 
se puede factorizar como producto de enteros positivos menores. Si f € A(S) 
satisface f? = i, ¿qué se puede decir acerca del tamaño de las órbitas de 
los elementos de $ relativas a f? ¿Qué propiedad de los números primos 
se aplica para obtener la respuesta? 


31. Pruébese que si $ consta de más de dos elementos, entonces los únicos f, 
de A(S) tales que ff = ffo para toda f € A(S), deben satisfacer fo = i. 

32, Se dice que g € A(S) conmuta con fE A(S) si fg = gf. Encuéntrense 
todos los elementos de A(S) que conmuten con f; S> S, definida por 
FX) = xa fl) = Xp, y fs) 5 ssis Exp A. 

33. Demuéstrese que los únicos elementos de $, que conmutan con f, definida 
por f(x) = Xx, sii < A, f(X} = x, son las potencias de f, es decir į = 


F Í, F ] O aas 
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34. Sea C( f) = {g E A(S)| fe = 2 f). Pruébese que: 
(a) g, A € C(f) implica que gh € C(f). 
(b) g E C(f) implica que g ' € C(£). 
(0) C(S) no es vacío. 





4.5 Los NÚMEROS ENTEROS 





El conjunto matemático más conocido por todos es el de los enteros positivos 
1,2, ..., el cual a menudo se llama N. Igualmente conocido es el conjunto Z 
de todos los enteros —los positivos, negativos y cero. Por tal motivo, se hará 
aquí un examen bastante superficial de las propiedades de Z que se utilizarán 
a menudo en los temas que siguen. La mayoría de estas propiedades son muy 
conocidas; otras pocas de ellas lo son menos. 

La suposición básica que se hace acerca del conjunto de los enteros es el 


MA A a eaaa 


de enteros no negativos tiene un elemento mínimo. 


De una manera más formal, lo que este principio dice es que dado un con- 
junto V de enteros no negativos, existe un elemento vo € V tal que vo < v para 
todo v E V. Este principio servirá como fundamento del desarrollo de los en- 
teros que estamos a punto de realizar. 

La primera aplicación que se hará es demostrar algo ya conocido y que se 
ha dado por supuesto, es decir, que se puede dividir un entero entre otro para 
obtener un residuo menor. Esto se conoce como Algoritmo de Euclides, Se le 
dará un planteamiento más formal y una demostración basada en la buena or- 
denación. 


TEOREMA 4.5.1 (ALGORITMO DE EUCLIDES). Sin y » son en- 


teros y n > 0, entonces existen enteros q y r, con 0 s r < n, tales que 
m= qn+r. 


DEMOSTRACIÓN. Sea W el conjunto m — tn, donde ż recorre todos los enteros 
(esto es, W = {m — tnlt € Z)). W contiene seguramente algunos enteros no ne- 
gativos, porque si t es suficientemente grande y negativo, entonces m — tn > 
0. Sea V = lv E W]|v > O}; por el principio de la buena ordenación, V tiene 
un elemento minimo z. Puesto quer € V, r > 0yr = m-— qn para algún q 
(ya que ésta es la forma de los elementos de W > V). Afirmamos quer < n. 
Si no es así, r = m — qn 2 n, por lo tanto m — (q + 1)n > 0. Pero esto hace 
quem — (q + 1)n esté en V, a pesar de que m — (q + Dn < r, lo cual contra- 
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dice la naturaleza mínima de r en V. Con esto queda probado el algoritmo de 
Euclides. Ll] 


El algoritmo de Euclides proporcionará una multitud de consecuencias, es- 
pecialmente acerca de la noción de divisibilidad. Dado que se está hablando de 
los enteros, debe entenderse que todas las literales empleadas en esta sección 
representan enteros. Esto evitará la repetición a gran escala de algunas frases. 


DEFINICIÓN. Dados n + 0, n se dice que m divide a n, escrito como 
mln, si n = cm para algún entero c. 


De esta manera, por ejemplo, 2/14, (-7)/14, 4|(-16). Si m¡n, se dice que m 
es un divisor o factor de n y que n es un múltiplo de m. Para indicar que 
m no es divisor de n, se escribe m + n; por ejemplo, 3 + 5. 

Las propiedades elementales básicas de la divisibilidad se presentan en el 


LEMA 4.5.2. Las siguientes proposiciones son válidas: 


(a) 1/2 para todo z. 
(b) Si m + 0, entonces m]j0. 
(c) Si min y nlq, entonces m|g. 
(d) Si min y mlg, entonces ml(un + yq) para todo x, v. 
(e) Si m]l, entonces m = 1 o bien m = —1. 
a ` 
(f) Si miz y mim, entonces m = +n., 

DEMOSTRACIÓN. Las pruebas de todas estas partes son fáciles y se obtienen 
de inmediato a partir de la definición de m|». Se dejan como ejercicios todas 
las partes excepto (d), la cual se demuestra para proporcionar el sabor de dichas 
pruebas. 

Supóngase entonces que mis y miq; por consiguiente, n = cm y q = dm. 
Por lo tanto, un + vq = u(cm) + vídm) = (uc + vd)m. Así que, por defi- 
nición, m|(un + vq). 


Una vez que se tiene el concepto de divisor de un entero, resulta deseable 
introducir el de máximo común divisor de dos (o más) enteros. Muy sencillo, 
debe ser el máximo entero posible que sea divisor de ambos enteros en cuestión. 
Sin embargo, se trata de evitar hacer uso del tamaño de un entero, por razones 
que podrán resultar claras más adelante, cuando se trate acerca de los anillos. 
Así que la definición se formula de una manera que puede parecer inesperada. 


DEFINICIÓN. Dados a, b (no ambos cero), su máximo común divisor 
c se define mediante: 

(a) c > 0. 

(b) cla y clb. 

(c) Si dla y d|b, entonces dle. 
Escribimos c como e = (2, b). 
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La definición de una cosa no garantiza su existencia. Así que nos incumbe 
probar que (a, b ) existe y que, en realidad, es único. La prueba demuestra real- 
mente más, a saber, que (a, b) es una agradable combinación de a y b. Dicha 
combinación no es única; por ejemplo, 


(24,9 = 3 = 3: 9 + (-1)24 = +59 + 2 : 24, 


TEOREMA 4.5.3. Sia, b no son 0, entonces su máximo común divisor 
c = (a, b) existe, es único y, además, €C = Mya + nob para ciertos my 
y n apropiados. 


DEMOSTRACIÓN. En virtud de que a y b no son ambos 0, el conjunto A = 
[ma + nb|m, n € Z} tiene elementos que no son cero. Six EA yx < 0, en- 
tonces —x también está en A y —x > 0, ya que si x = ma + nb, entonces 
=x = (me + (—n)b, así que está en A. De esta manera, A tiene elementos 
positivos; por consiguiente, por el principio de la buena ordenación, existe un 
elemento positivo mínimo c en A. Puesto que c € A, por la forma de los ele- 
mentos de A se sabe que c = mp4 + rob para algunos Mo, fp. 

Afirmamos que c es el máximo común divisor requerido. Nótese primero 
que si dla y dlb, entonces dl(,mya + nb) por la parte (d) del Lema 1.5.2, esto 
es, dlc. Entonces, para verificar que c es el elemento deseado, se necesita de- 
mostrar solamente que cla y elb. 

Por el algoritmo de Euclides, € = ge + r, donde O < r < c, esto es, a = 
q(imya + nb) + r. Por lo tanto, r = -gnb + (1 — gmoda. Así que r está en 
A. Pero r < c y está en A, de modo que, por la elección de c, r no puede ser 
positivo. Por consiguiente 7 = 0; en otras palabras, a = qc y entonces cla. De 
manera semejante, cib. 

En cuanto a la unicidad de c, si + > 0 satisficiera también ta, t|b y alí para 
todo d tal que dla y d|b, se tendría fc y c|ż. Por la parte (f) del Lema 1.5.2 
se obtiene que £ = c (puesto que ambos son positivos). 


Considérese el ejemplo explícito a = 24, b = 9. Por inspección directa se 
sabe que (24, 9) = 3; nótese que3 = 3 - 9 + (-1)24, ¿A qué es igual (-24, 9)? 

Al final de esta sección se incluirán algunos ejercicios sobre otras propie- 
dades de (a, b). 

Ahora pasamos a la muy importante 


DEFINICIÓN. Se dice que a y b son primos entre sí si (a, b) = 1. 


De esta manera, los enteros a y b son primos entre sí si no tienen ningún 
factor común no trivial. Un corolario inmediato al Teorema 1.5.3 es 


TEOREMA 4.5.4. Los enteros a y b son primos entre sí si y sólo si 
1 = ma + nb para enteros apropiados m y'n, 


El Teorema 1.5.4 tiene una consecuencia inmediata 


o A 


Paaa E 


2/56 "bag 
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TEOREMA 4.5.5. Si a y b son primos entre sí y al(bc), entonces ale. 


DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1.5.4, ma + nb = 1 para algunos m y 7, 
por consiguiente (ma + nb)e = c, esto es, mac + nbe = c. Por hipótesis, elbe 
y por observación ajmac, por lo tanto al(mac + nbe) y entonces afec. [C] 


COROLARIO. Sib y c son relativamente primos a g, entonces bc tam- 
bién es relativamente primo a q. 


DEMOSTRACIÓN. De la demostración del Teorema 1.5.5 se tiene que mac 
nbc = c. Sid = (a, bc), entonces dle y dlbe, por consiguiente d|(mac + nbe) 
c. Puesto que dla y dlc y (a, c) = 1, se obtiene que d = 1. Puesto que 1 
d = (a, bc), se tiene que bc es primo con respecto a q. 


lok + 


Se señala ahora una clase sumamente importante de enteros positivos. 


DEFINICIÓN. Un entero p > 1 es número primo, o primo, si para todo 
entero a se tiene que pla o bien p es primo respecto a a. 


Esta definición coincide con la usual, a saber, que no se puede factorizar 
p en forma no trivial. Ya que si p es primo según se definió arriba y p = ab, 
donde a > 1 yb > 1, entonces puesto que alp, (a, p) = a + 1, sin embargo 
p + a, dado que p > a (porque b > 1). 

Otro resultado que proviene del Teorema 1.5.5 es 


TEOREMA 4.5.6. Si p es primo y pl(a,a, : : : a,), entonces pla, para 


algún ¡tal quel si sn, 


DEMOSTRACIÓN. Si pla,, no hay nada que probar. Supóngase que p + a,; en- 
tonces p y a, son relativamente primos. Pero ple,(a, +>: 4,); por consiguien- 
te, por el Teorema 1.5.5, pla, ::* a,. Repitase el argumento recién dado 
sobre a», y continúese. 


Los números primos desempeñan un papel muy especial en el conjunto de 
los enteros mayores que 1, en el sentido de que todo entero n > 1 es ya sea 
primo o bien producto de primos. Esto se demostrará en el teorema siguiente. 
En el teorema posterior al siguiente se probará que hay unicidad en la forma 
en laquen > 1 se descompone en factores primos. Las demostraciones de ambos 
resultados se apoyan profundamente en el principio de la buena ordenación. 


TEOREMA 4.5.7. Sin > 1, entonces n es primo o bien n es producto 
de primos. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que el teorema es falso. Entonces debe existir un 
entero m > 1 para el cual el teorema falla. Por lo tanto, el conjunto M para 


e sel 
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el cual no se cumple el teorema no es vacio, de esta manera, por el principio 
de la buena ordenación, M tiene un elemento mínimo m. Evidentemente m no 
puede ser primo, ya que m E M, por consiguiente m = ab, donde 1 <a < m 
yl < < m. Debido a que a <myb < m y m es el elemento minimo de 
M, no se puede tener a ¢ Mo bien be M. Puesto que a € M, b € M, por 
la definición de M el teorema debe ser verdadero para ambos a y b. Así a y 
b son primos o producto de primos; de m = ab se obtiene que m es un produc- 
to de primos. Esto coloca a m fuera de M, contradiciendo que m € M. Se prueba 
así el teorema. 


Anteriormente se afirmó que existe cierta unicidad acerca de la descompo- 
sición de un entero en primos. Lo cual se hace ahora preciso. Para evitar trivia- 
lidades del tipo 6 = 2 : 3 = 3 - 2 (así, en cierto sentido, 6 tiene dos factoriza- 
ciones en los primos 2 y 3), se formulará el teorema de una manera particular. 


TEOREMA 4.5.8. Dado n > 1, existe una y sólo una manera de es- 
cribir x en la forma n = pip? *** př, donde p, < pa < *** p, son 
primos y los exponentes Ais az, ..., A, SON todos positivos. 


DEMOSTRACIÓN. Se empieza como se hizo anteriormente suponiendo que el 
teorema es falso, así que existe un entero mínimo 7: > 1 para el cual no se cumple. 
Dicho m debe tener dos factorizaciones distintas como m = ptp} e: pp = 
ata --- gl, donde p, < p< t < Pu Qi <Q: qe son primos y los 
exponentes A, ..., 44 Y bi, ..., be son todos positivos. Puesto que plp? =- 
p% = qh ++ ql, por el Teorema 1.5.6 p,lg?: para cierto i; por consiguien- 
te, de nuevo por el Teorema 1.5.6, p,|q,, por lo tanto p, = qi. Del mismo 
modo q, = p; para cierto j; así que p) S P; = q, S q; = Pp;. De lo cual resul- 
ta que p, = qı. Ahora bien, puesto que m/p; < m, MZD; pe la propieda 


de factorización única. Pero m/p; = pripk ~- p% = p'ae -> gh y 
puesto que m/p, se puede factorizar de una y sólo una nerd de aá forma, 
se obtiene fácilmente k = f, P = Qn ..., Pk = 4u a- l1 = bi -l,a = b, 


<.. Ag = bg. Se ve entonces que los primos y sus exponentes que resultan en 
la factorización de sn son únicos. Esto contradice la carencia de tal unicidad 
para m, y entonces prueba el teorema. 


Lo que estos dos últimos teoremas dicen es que se pueden construir los en- 
teros a partir de los primos de una manera muy precisa y bien definida. De ello 
se esperaría que deben existir muchos —esto es, una infinidad— de primos. Este 
antiguo resultado se remonta hasta Euclides; de hecho, el argumento que se dará 
se debe a él. 


TEOREMA 4.5.9. Existe un número infinito de primos. 


DEMOSTRACIÓN. Si el resultado fuera falso, se podrían enunciar todos los 
primos en la forma pi, Pz» -. ., Pe Considérese el entero q = 1 + Pp, *** Pe 
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Puesto que q > p; para todo į = 1,2, ..., K, q no puede ser primo. Dado que 
Pi + q, ya que se obtiene un residuo de 1 al dividir q entre p,, q no es divisible 
por ninguno de p,, ..., Pp De esta manera q no es primo ni es divisible por 
ningún primo. Esto contradice al Teorema 1.5.7 y por ello se demuestra el 
teorema. 


Existen resultados más agudos que el Teorema 1.5.9 acerca de cuántos primos 
hay hasta un punto dado. El famoso teorema de los números primos dice que 
el número de primos menores que o iguales a n es “más o menos” n/log.n, 
donde dicha expresión se describe de manera precisa. Hay muchas cuestiones 
abiertas acerca de los números primos. 


PROBLEMAS 4.5 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Hallar (a, b) y expresarlo como ma + nb para: 
(a) (116, —-84). 
(b) (85, 65). 
(0) (72, 26). 
(d) (72, 25). 


2. Pruébense todas las partes del Lema 1.5.2. 
3. Demuéstrese que (ma, mb) = mía, b) sim > 0. 
4. Demuéstrese que si a|n y bjm y (a, b) = 1, entonces (ab)|m. 


5. Factorizar en primos los siguientes números: 
(a) 36. 
(b) 120. 
(c) 720. 
(d) 5040. 


6.Sim= ph- pyyn =p? <- pl, donde py, ..., pp son primos dis- 
tintos y 2,, ..., a, son no negativos al igual que bi, ..., br, exprésese 
(m, n) en términos de pi, ..., Pes Us +.» Go Dj, ..., Dz 


7. Defínase el mínimo común múltiplo de m y n como el mínimo entero po- 
sitivo v tal que mjv y nlv. 
(a) Demuéstrese que v = mn/(m, n). 
(b) En términos de las factorizaciones de m y n dadas en el Problema 6, 
¿a qué es igual y? 


8. Determitrese el mínimo común múltiplo de las parejas dadas en el Problema 1. 


9. Sim, n > O son dos enteros, demuéstrese que se pueden encontrar enteros 
u, V con —n/2 < y < n/2 tales que m = un + v. 
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10. Para verificar que un entero dado 1 > 1 es primo, pruébese que basta con 
demostrar que n no es divisible por ningún primo p tal que p < Yan. 


11. Verificar si los siguientes números son primos: 


(a) 301. 
(b) 1001. 
(c) 473. 
12. Comenzando con 2, 3, 5,7, ..., constrúyanse los enteros positivos 1 + 
2:31+2:3:5,1+2:3-:5-:7,... ¿Seobtiene siempre un número 


primo de esta manera? 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


13. Si p es un primo impar, demuéstrese que p es de la forma: 
(a) 4n + 10 bien 4n + 3 para algún n. 
(b) ón + 1 o bien 6n + 5 para algún n. 


14. Adáptese la demostración del Teorema 1.5.9 para probar que: 
(a) Hay un número infinito de primos de la forma 4n + 3. 
(b) Hay un número infinito de primos de la forma 6n + 5. 


15. Demuéstrese que ningún entero 4 = 4n + 3 se puede escribir como u = 
a? + b’, donde a, b son enteros. 


16. Si T es un subconjunto infinito de N, el conjunto de los enteros positivos, 
demuéstrese que existe una aplicación inyectiva de T sobre N. 


17. Si p es primo, pruébese que no se pueden obtener enteros no nulos e y b 
tales que a? = pb?. (Esto demuestra que vp es irracional.) 





4.6 INDUCCIÓN MATEMÁTICA 





Si se examina de nuevo la Sección 1.5, se ve que en varias ocasiones —por ejemplo 
en la demostración del Teorema 1.5.,6— se dice *'repitase el argumento y conti- 
núese””. Esta no es una manera muy satisfactoria de sostener un razonamiento. 
Lo que es evidente es que se necesita alguna técnica para evitar tales frases cuando 
se desea probar una proposición acerca de todos los enteros positivos. El Prin- 
cipio de Inducción Matemática la suministra; de hecho, será el método usual 
que se empleará para demostrar teoremas respecto de los enteros positivos. 


TEOREMA 4.6.4. Sea P(7) una afirmación acerca de los enteros po- 
sitivos tal que: 
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(a) P() es válida. 
(b) Si P(Kk) es válida para algún entero k > 1, entonces P(X + 1) tam- 
bién es válida. 
Entonces P(n) es válida para todo n > 1. 


DEMOSTRACIÓN. En realidad, los razonamientos dados al probar los Teoremas 
1.5.7 y 1.5.8 son un prototipo del que se da aquí. 

Supóngase que el teorema es falso; entonces, por la buena ordenación, existe 
un mínimo entero m > 1 para el cual P(1m) no es válida. Puesto que P(1) es 
válida, m %+ 1, por consiguiente m > 1. Ahora bien, | < m — 1 < m, así que 
por la elección de m, P(m — 1) debe ser válida. Pero entonces por la hipótesis 
inductiva [parte (b)] se debe tener que P(+m) es válida. Esto contradice que P(m) 
no es válida. Por consiguiente no puede existir ningún entero para el cual P no 
sea válida, y se demuestra así el teorema. 


Con algunos ejemplos bastante diversos se ilustra cómo se utiliza la inducción. 


EJEMPLOS 


1. Supóngase que n pelotas de tenis se colocan en línea recta, tocándose 
entre ellas. Entonces se afirma que dichas pelotas hacen n — 1 contactos. 


DEMOSTRACIÓN. Sin = 2, la cuestión es evidente. Si para k pelotas se tienen 
k — 1 contactos, entonces al agregar una pelota (en línea recta) se agrega un 
contacto. De esta manera k + 1 pelotas tendrán k contactos. Asi que si P(n) 
es lo que se ha afirmado anteriormente acerca de las pelotas de tenis, se ve que 
si ocurre que P(k) es verdadera, entonces también lo es P(k + 1). Por consi- 
guiente, por el teorema, P(n) es válida para todo n > 1. 


2. Si p es primo y plaja, ::: a, entonces pla, para algún 1 s ¿< n. 


DEMOSTRACIÓN. Sea P(2) el resultado de la afirmación del Ejemplo 2. En- 
tonces P(1) es verdadera, ya que si pla,, ciertamente divide a a, para algún 1 < 
isl. 

Supóngase que se sabe que P(k) es válida, y que pla,a, *** 44,1. De esta 
manera, por el Teorema 1.5.6, puesto que pl(a,4, `- a,)az,, se tiene ya sea que 
pla; ¡(una conclusión deseada) o bien pla, > -+ ap. En esta segunda posibilidad, 
puesto que P(k) es válida se tiene que pja, para algún 1 = i < k. Combinando 
ambas posibilidades, se obtiene que pla, para algún 1 < j < k + 1. Se cumple 
así la parte (b) del Teorema 1.6.1; por consiguiente, P(n) es verdadera para to- 
dorz 1. 


A Paran > i f? 4- im = lnín_ là 
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DEMOSTRACIÓN. Si P(n) es la proposición que 1+ 2 + +: + n= 
n(n + 1), entonces P(1) es desde luego verdadera, ya que 1 =14(1 + 1) 
Si P(k) ha de ser verdadera, significa que 


1+2+>++k=k(k + 1). 


La pregunta es: ¿también es verdadera P(k + 1), es decir, es l +42 +": + 
k +(k + 1) = (k + (kk + 1) + 1)? Ahora bien, 1 +2 + -:- +4 + 
(k+1D=(13+24+-:: k)+1(X + 1) =%k(k + 1) +(k + 1), ya que P(k) 
es válida. Pero Yk(k + D)+ (k+ 1) = VM(k(k + D+ 2(k + 1) = 
(k + 1Xk + 2), lo cual asegura que P(k + 1) es válida. Por consiguiente, 
la proposición 1 + 2 + -> + n = lántn + 1) es verdadera para todo n > 
l. 


Aquí se debe recalcar un punto: la inducción matemática ro es un método 
para encontrar resultados acerca de los enteros; es un recurso para verificar un 
resultado. Se podría obtener, por otros medios, la fórmula dada anteriormente 
paral42+ cc: +n. 

La parte (b) del Teorema 1.6.1 se llama normalmente paso de inducción, 

En los problemas se darán algunas otras versiones del principio de inducción. 


PROBLEMAS 4.6 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Pruébese por inducción que 1? + 2 + 3 + += 
In(n + 1)Qn + 1). 
2. Pruébese por inducción que 1? + X + = + m3 = n(n + 1P. 


3. Pruébese un conjunto que consta de n > 2 elementos tiene r(n + 1) 
subconjuntos con exactamente dos elementos. 


4. Demostrar que un conjunto que consiste en n > 3 elementos tiene 
nín + Din + 23/31 subconjuntos con exactamente tres elementos. 


5.Sin > 4 y S consta de n elementos, conjetúrese (a partir de los Problemas 
3 y 4) cuántos subconjuntos con exactamente k elementos hay en $. Luego 
verifiquese la conjetura empleando inducción matemática. 


6. Completar la demostración del Teorema 1.5.6, empleando inducción, 

7. Sia > 1, pruébese quel + a + ++ + a” = (a"*!- 1)/(a— 1) por 
inducción. 

8. Demuéstrese que 


1 l E 1 n 
1:2 2-3 nin + 1) n+l’ 
por inducción. 
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9. Supóngase que P(n) es una proposición referente a los enteros tal que 
P(n) es válida, y si P(k) es válida, también P(k + 1) debe serlo. ¿Qué 
se puede decir acerca de P(n)? Pruébese. 


10. Si P(n) es una proposición referente a los enteros tal que P(1) es válida y 
P(7) válida para j < k implica que P(k) es válida, pruébese que P(n) es 
verdadera para todos los enteros positivos. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


11. Dése un ejemplo de una proposición que no sea verdadera para todo entero 
positivo, aunque para ella se cumpla el paso de inducción [la parte (b) del 
Teorema 1.6.1]. 


12. Demostrar por inducción que un conjunto que consta de n elementos tiene 
exactamente 2” subconjuntos. 


13. Demostrar por inducción en n que n? — n siempre es divisible entre 3. 


14. Empleando inducción en n, generalícese el resultado del Problema 13 a: Si 
p es un número primo, entonces n” — n siempre es divisible por p. (Suge- 
rencia: el teorema del binomio.) 


15. Pruébese por inducción que para un conjunto que consta de » elementos 
el número de aplicaciones inyectivas de dicho conjunto sobre si mismo 
es n!. 





4.7 NÚMEROS COMPLEJOS 


Todos sabemos algo acerca de los enteros, los números racionales y los reales 
—en efecto, se ha hecho esta suposición en parte del material del libro y muchos 
de los problemas se han referido a estos números. Desafortunadamente, los nú- 
meros complejos y sus propiedades son a veces mucho menos conocidos por 
los estudiantes de licenciatura de la actualidad. En un tiempo los complejos for- 
maron parte de los programas de estudio de bachillerato y de primeros grados 
de licenciatura. Este ya no suele ser el caso, En consecuencia, se hará un desa- 
rrollo rápido de este conjunto matemático tan importante. 

El conjunto de los nśmeros complejos, €, es el conjunto de todos los a + 
bi, donde a, b son reales y donde se declara: 





1. a + bi = c + di, a, b, c, d reales, si y sólo sia = cy b =d. 
2. (a + bi)+ (c + di) = (a+c) + (b+ di. 
3. {a + bic + di) = (ac — bd) + (ad + beji. 


Esta última propiedad —la multiplicación— se puede recordar mejor utili- 
zando }? = —1 y multiplicando formalmente teniendo presente tal relación. 
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Para el número complejo z = a + bi, a se llama la parte real de z y b la 
parte imaginaria de z. Si a es 0, se dice que z es imaginario. 

Se escribirá 0 + Oi como 0 y a + Oi como q. Nótese que z + 0 = z, zl = 
z para cualquier número complejo z. 

Dado z = a + bi, hay un número complejo relacionado con z, que se ex- 
presa como z, definido por z = a — bi. A dicho número complejo z se le llama 
conjugado complejo de z. Considerando estos números con **—” se obtiene una 
aplicación de C sobre sí mismo. Se afirma el 


LEMA 4.7.4. Siz, w€ C, entonces: 

(a) (2) = 2. 

(b) (2 + w) = 7 +4. 

(c) (zw) = ZW. 

(d) zz es real y no negativo y es, en realidad, positivo si z * O. 

(e) z + 7 es el doble de la parte real de z. 

Af) z- z es el doble de la parte imaginaria de z multiplicada por /. 





DEMOSTRACIÓN. La mayoría de las partes de este lema son sencillas y simple- 
mente requieren del uso de la definición de conjugado complejo. Se verifican 
las partes (c) y (d). 

Supóngase que z = a + bi, w = c + di, donde a, b, c, d son reales. De 
esta manera, zw = (ac — bd) + (ad + be)i, por consiguiente 


(zw) = (aec — bd) + (ad + beji = (ac — bd) -— (ad + bo)i. 


Por otra parte, Z = a — bi y w = c — di, por lo tanto, por la definición del 
producto en €, zw = (ac— bd) - (ad + be)i. Comparando esto con el resultado 
que se obtuvo para (zw), se ve que en efecto (zw) = zw. Esto verifica la parte (c). 

Para la demostración de (d) supóngase que z = a + bi +0; entonces Z = 
a-— bi y zz = a? + b?, Puesto que a, b son reales y no ambos 0, a? + b? es 
real y positivo, como se afirma en la parte (d). 


La demostración de (d) del Lema 1.7.1 muestra que si z = a + bi #0, en- 
tonces 22 = @ + b? #0 y z(2/(a? + b?) = 1, de suerte que 
LA A = —A + + i 
+b +P t +b 


actúa como el inverso 1/z de z. Esto permite realizar división en C, permane- 
ciendo en € mientras se lleva a cabo. 
Se listan ahora algunas propiedades de C. 


LEMA 4.7.2. € se comporta bajo su suma y producto según lo siguiente: 
Siu, v, WE€, entonces 
(8) u+v=v>+u. 
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(bd) lu + v) + w=u + (v + w). 

(c) uv = vu. 

(d) (uv)w = u(vw). 

(e) u + 0 implica que 47! = 1/u existe en € y es tal que uu”! = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Se deja al lector. L 


Estas propiedades hacen de € lo que se llamará un campo, lo cual se estu- 
diará con mayor profundidad posteriormente en este libro. Lo que el lema dice 
es que se permite calcular en € más o menos como se hizo con los números reales. 
Sin embargo, € es una estructura mucho más rica que la del conjunto de los 
números reales. 

Se introduce ahora una función de “magnitud” en C. 


DEFINICIÓN. Siz = a + bi €C, entonces el valor absoluto de z, ex- 
presado como |z], se define por |z| = Vzz = væ + B. 


En unos momentos más se verá lo que significa esta definición geométrica- 
mente. Mientras tanto se prueba el 


LEMA 1.7.3. Si u, v €C, entonces |uv| = |u] |v]. 
DEMOSTRACIÓN. Por definición, |u| = Vuú y |v| = Vvv. Ahora bien, 
luv] = V(uvyluv) = Vtuv(uv) [por la parte (c) del Lema 1.7.1] 
= MONET (por el Lema 1.7.2) 
= Vut Vv =|u] Ivi. O 


Otra manera de verificar este lema es escribir u = a + bi, v = c + di, uv = 
(ac — bd} + (ad + be)i y observar la identidad 


(ac — bd} + (ad + bey? = (a? + Pd + d’). 


Nótense varios aspectos pequeños acerca de los conjugados. Si z € C, en- 
tonces z es real si y sólo si Z = z, y z es puramente imaginario si y sólo si Z = 
=z. Si z, w € ©, entonces 


(ZW + zw) = 2W + ZH = w + zw, 


de suerte que zw + Zw es real. Se desea obtener una cota superior para 
[2% + zw); ésta surgirá posteriormente en la demostración del Teorema 1.7.5. 

Sin embargo, se debe hacer primero una digresión momentánea para obte- 
ner una proposición referente a las expresiones cuadráticas. 
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LEMA 4.7.4. Si Si a, b, c son reales, tales que a > 0 y ao? + ba + 
c > 0 para todo real a, entonces b? — dac < 0. 


DEMOSTRACIÓN. Considérese la expresión cuadrática para a = —b/2a. 
Se tiene a—b/2aY + b(-b/2a) + c > 0. Simplificándola se obtiene que 
(4ac — b?)/4a > 


O, y puesto que a > 0, se llega a que 4ac — b? > 0, y de esta 
manera b — 4ac < 0. L] 


Se aplica inmediatamente este resultado para probar el importante 


TEOREMA 4.7.5 (DESIGUALDAD DEL TRIÁNGULO). Para z, 
wEC, |z + w| < |z| + |] wl. 


DEMOSTRACIÓN. Siz = 0, no hay nada que probar, así que se puede suponer 
que z + 0; por consiguiente, zz > 0. Ahora bien, para « real 


s laz + w|? = (az + wMez + w) = (az + waz + wW) 


azz + (2% + ZW) + wW. 


Sia =22>0, zW + žw,c = wW, entonces el Lema 1.7.4 dice que b? — 
hac = (zw + ZwY-— 4(z2z2J0ww) < 0, por consiguiente (z2W + zw) < 
4(22WwW) = aeie Por lo tanto, zw + Zw < 2|z| |w]. 

Para a = i en lo anterior, 


|z + w)? = 227 + ww +zW +2w = |z|? + jw|? + 20 +2w 
< |z? + jw}? + 2[2] po 


por el resultado obtenido. En otras palabras, |z + wP < {|z| + ]w]»; extra- 
yendo raíces cuadradas se obtiene el resultado deseado, |z + w| < |z| + | wl. 


¿Por qué esta expresión se llama desigualdad del triángulo? La razón será 
evidente una vez que se consideren los números complejos geométricamente 


Represéntese el número complejo z = a + bi como el punto que tiene coorde- 
nadas (a, b) en el plano x-y. 


r (a, b) 
A 
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La distancia r de este punto al origen es Va? + b?, en otras palabras, |z|. El 
ángulo 6 se llama argumento de z y, como se ve, tan 6 = b/a. Además, a = 
rcosé, b = rsenð; por lo tanto, z = a + bi = r(cos + ¡sen6). Esta repre- 
sentación de z se llama su forma polar. 

Dados z = a + bi, w = c + dí, entonces su suma es z + w = (a + c) + 
(b + d)i; geométricamente, se tiene la ilustración 





La relación |z + w| < |z| + |w} simplemente refleja que en el triángulo 7 un 
lado es de longitud menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados: 
de aqui el término desigualdad del triángulo. 

Los números complejos del tipo cos ð + ¡sen que surgen en la forma polar 
son realmente muy interesantes. En primer lugar, nótese que 


|cosó + isen] = vecos? + seré = YI = 1, 


de modo que proporcionan muchos números complejos de valor absoluto 1. 
En realidad proporcionan todos los números complejos de valor absoluto 1; para 
ver esto simplemente examinese la forma polar de uno de tales números. 
Recuérdense dos identidades trigonométricas básicas, cos(g + y) = 
cos $ cos y — sen ĝ sen y y sentó + Y) = senOcos y + cosB sen y. Por lo tanto, 


{cos + ¿senóMcos y + ¿sen y) 


(cosĝcos y — senð sen y} + ¡(senBcos y + cos 4 sen y) 


H 


cos{f + Y) + ¿sentó + y). 


Por consiguiente, al multiplicar dos números complejos, el argumento del pro- 
ducto es la suma de los argumentos de los factores. 
Esto tiene otra consecuencia muy interesante. 


TEOREMA 1.7.6 (TEOREMA DE DE MOIVRE). Para cualquier en- 


tero n > 1l, (cosó + isen) = cos(n0) + sen(10). 
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DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en n. Sin = 1, la expresión es ob- 
viamente cierta. Supóngase que para cierto k, (cos + isen)" = cosk8 + 
¡senk0. De esta manera, 


(cosó + ¿seng)**! = (cosð + isenĝ)t (cosó + ¡senó) 


(cosk0 + ¡senk0)kXcosd + ¡send) 


cosík + 1)9 + isen(k + 1), 


por el resultado del párrafo anterior. Esto completa el paso de inducción; por 
consiguiente, el teorema es verdadero para todos los enteros n > 1. o 


En los problemas se verá que el teorema de De Moivre es cierto para todos 
los enteros m; en realidad, se cumple aun si 7 es racional. 
Considérese el siguiente caso especial: 


27 . 27 
9, = Cos — + ¿sen—, donde n > 1 es un entero. 
n n 


Por el Teorema de De Moivre, 
[eos (35) + isen lo 
n n 
cos gea) + isen (=(=) 
n n 


cos2r + ¿sen2r = 1. 


Así que 6 = 1; el lector puede verificar que 07 4 1 siO < m < n. Dicho 
número 6, se llama rafz n-ésima primitiva de la unidad. 





PROBLEMAS 4.7 


1. Multiplicar. 
(a) (6 - TB + À). 
(b) ($4 + 3063-30. 
(0) (6 + 7iX8 — i). 
2. Expresar z7! en la forma 27! = a + bi para: 
(a) z = 6 + Bi 
(b) z = 6- 8i. 
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1 1, 
= — + Hi 
(0) z J wo] i 
3. Demuéstrese que (2)! = (27). 
4. Determinar (cosé + ¿senB)”*, 
5. Verifíquense todas las partes del Lema 1.7.1. 


6. Demuéstrese que z es real si y sólo si Z = z, y es puramente imaginario si 
y sólo si Z = ~z. 


7. Verifiquese la ley conmutativa de la multiplicación zw = wz en C. 
8. Demuéstrese que para z + 0, [77!] = 1/ļzł. 
9, Determinar: 

(a) |6 — 4i]. 

(b) |} + 341. 


Ot! 


10. Demuéstrese que |Z| = [|z]. 








11. Encuéntrese la forma polar de 


aa A 
m2=-=35 a e 
(b) z = 4i. 

PE TS 
© z= 6y + ki} 

gaal y 3 
(d) 2 = al i). 


12. Pruébese que Vcosó + isenó = cos(}0) + ¡¿sen(10). 


13. Por multiplicación directa demuéstrese que (1 + 1/34) = -1, 


PROBLEMAS INTERMEDIOS” 


14. Demuéstrese que (cosé + ¿sen8)"” = cos(mÓ) + isen(mê) para todo 
entero m. 


15. Demuéstrese que (cos 9 + isen) = cos(r0) + ¡sen(r6) para todo núme- 
ro racional r. 


16. Siz EC yn > 1 es cualquier entero positivo, demuéstrese que hay 7 núme- 
ros complejos distimos-.w tales que z = w”. 


17. Encuéntrese la condición necesaria y suficiente para A tal que: 


38 


CAPÍTULO 1 e TEMAS FUNDAMENTALES 


13. 


19. 


20. 


21 


22. 


(a) [cos(22£) [+ isen ak "ei, 


(b) [cos 25%) + ¡np l si O<m<mnm. 


Considerando el plano x-y como e! conjunto de todos los números complejos 
x + iy, demuéstrese que la multiplicación por ¿induce una rotación de 90%, 
del plano x-y, en sentido opuesto al del reloj. 


En el Problema 18, interprétese geométricamente el efecto que tiene en el 
plano x-y la multiplicación por el número complejo a + bi. 


Pruébese que |z + w|? + |z — w} = 2(|z1? + |wi). 


. Considérese el conjunto A = {a + bila, b E Z}. Pruébese que hay una co- 


rrespondencia biyectiva de A sobre N. (A se llama conjunto de los enteros 
gaussianos.) 

Si a es una raíz (compleja) del polinomio x” + œx”! + > +0, Xx + 
&n, donde los a; son reales, demuéstrese que g debe ser también una raiz. 
[r es la raíz de un polinomio p(x) si p(r) = 0.] 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


23, 


24. 
25. 


26. 


Determínense condiciones necesarias y suficientes para z y w para que 
lz + w| = |z| + [wl. 

Resuélvase el Problema 23 para |z; + 00 ze = |z} + uc: + zl. 

Se dice que el número complejo 6 tiene orden n > 1si0" = 1,y0" %* 1 


para 0 < m < n. Demuéstrese que si 0 tiene orden n y 0 = 1, donde k > 
0, entonces ”|k. 


Hallar todos los números complejos € que sean de orden n. (Éstos son las 
raíces r-ésimas primitivas de la unidad.) 


Y GRUPOS 


2.1 








En la Sección 1.4 del Capítulo 1 se vio que dado cualquier conjunto no vacío, 
el conjunto A(S) de todas las aplicaciones inyectivas de $ sobre sí mismo 
no es nada más un conjunto solo, sino que tiene una estructura mucho más ri- 
ca. La posibilidad de combinar dos elementos de A(S) para obtener otro ele- 
mento de A(S), dota a este conjunto de una estructura algebraica. Recuérdese 
cómo se realizó esto: si f, g E A(S), se combinan luego para formar la aplica- 
ción fg definida por (fgXs) = f(2(s)) para todo s E S. Se llamó a fg el pro- 
ducto de f y g y se verificó que fg € A(S), y que este producto obedecía ciertas 
reglas. De las innumerables posibilidades se seleccionaron de algún modo cua- 
tro reglas particulares que gobiernan el comportamiento de A(S) referente a 
dicho producto. 
Estas cuatro reglas fueron 


1. Cerradura, a saber, si f, g E A(S), entonces fg E A(S). Se dice 
que A(S) es cerrado respecto a este producto. 

2. Asociatividad, esto es, dadas f, g, h E A(S), entonces f(gh) = 
YA. 


3. Existencia de un elemento unidad, a saber, existe un elemento 
particular ¿ € A(S) (la aplicación identidad) tal que fi = if = 
J para toda f E A(S). 

4, Existencia de inversas, esto es, dada f € A(S) existe un elemen- 
to en A(S), denotado por f', tal que ff! = Pf = i. 


El justificar o motivar por qué estos cuatro atributos especificos de A(S) 
fueron destacados, en contraste con algún otro conjunto de propiedades, no 
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es algo fácil de hacer. En realidad, en la historia de esta materia transcurrió 
bastante tiempo para reconocer que estas cuatro propiedades desempeñaban el 
papel clave. Nosotros tenemos la ventaja de poder realizar una mirada retros- 
pectiva a la historia y con ello elegir las propiedades no sólo para estudiar A(S), 
sino también como las pautas principales para realizar abstracción a un contex- 
to mucho más amplio. 

Aunque vimos que las cuatro propiedades anteriores nos permitían calcular 
concretamente en A(S}, hubo algunas diferencias con la clase de cálculos que 
estamos acostumbrados a hacer. Si S tiene tres o más elementos, se vio que es 
posible tener fg + g f para f, g € A(S). No obstante, esto no presentó dificulta- 
des insuperables. 

Sin más polémicas pasamos a la 


DEFINICIÓN. Se dice que un conjunto no vacio G es un grupo si en 
él hay definida una operación + tal que: 


(a) a, b € G implica que a * b EG. 
(Esto se describe diciendo que G es cerrado respecto a *.) 
(b) Dados a, b, c E G, se tiene que a *(b * c) = {a * b)* c. 
(Esto se describe diciendo que es válida la ley asociativa en G.) 
(c) Existe un elemento especial e E G tal queg re =e*a = a pa- 
Ta todo a € G (e se llama elemento identidad o unidad de G.) 
(d) Para todo a € G existe un elemento b E€ G tal quea *b = b 
a = e. (Este elemento $ se escribe como a”! y se llama inverso 
de a en G.) 


Estos cuatro postulados que definen un grupo (llamados los axiomas de gru- 
po) fueron modelados, después de todo, a la manera de aquellos que son váli- 
dos en A(S). Así que no es de sorprender que A(S) sea un grupo relativo a 
la operación de “composición de aplicaciones””. 

A la operación * en G se le suele llamar producto, pero recuérdese que no 
tiene nada que ver con el producto tal como se conoce en los enteros, raciona- 
les, reales o complejos. De hecho, como se verá en seguida, lo que llamamos 
producto en estos grupos es en realidad la adición de números. No obstante, 
jun grupo general no necesita en absoluto tener relación con un conjunto de nú- 
meros. Reiteramos: un grupo no es ni más ni menos que un conjunto que satis- 
face los cuatro axiomas de grupo. 

Antes de empezar a estudiar la naturaleza de los grupos, examinemos algu- 
nos ejemplos. 


EJEMPLOS DE GRUPOS 


1. Sean Z el conjunto de los enteros y » la adición ordinaria, +, en Z. Que 
Z sea cerrado y asociativo respecto a *, son propiedades básicas de los enteros. 
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¿Cuál elemento sirve como la unidad, e, de Z respecto a +»? Evidentemente, 
puesto quea = ae *e =a + e, setienee = 0, luego 0 es el elemento identidad 
requerido respecto a la adición. ¿Y qué se puede decir de a7'? Aquí también, 
puesto quee = 0 =a* at! = a + a™!, a™ en este caso es —a, y claramente 
a *x(—a) = a + (~a) = 

2. Sean Q el conjunto de los números racionales y la operación » en Q la 
suma ordinaria de ellos, Como antes, se demuestra fácilmente que Q es un gru- 
po respecto a ». Nótese que Z C Q y que ambos Z y Q son grupos respecto 
a la misma operación +*. 


3. Sean Q’ el conjunto de los números racionales diferentes de cero y la 
operación * en Q’ la multiplicación ordinaria de ellos. En virtud de las propie- 
dades conocidas de los números racionales se ve que Q’ forma un grupo relati- 
vo a*, 


4. Sean R' el conjunto de los números reales positivos y la operación * 
en R'el producto ordinario de ellos. Nuevamente es fácil comprobar que R' 
es un grupo respecto a +. 


5. Sea U, el conjunto de las potencias i, ¿ = 0, 1,2, ..., n — 1, donde 
6, es el número complejo 6, = cos(27/n) + ¡sen(27/n). Sea 0 + 0, = 6t, 
el producto ordinario de las potencias de $, como números complejos. Por el 
teorema de De Moivre se vio que 6 = 1. Se pide al lector verificar que U, es 
un grupo respecto a +, 


Obsérvese una notable diferencia entre los Ejemplos del 1 al 4 y el Ejem- 
plo 5; los cuatro primeros tienen un número infinito de elementos, mientras que 
U, tiene un número finito, n, de elementos. 


DEFINICIÓN. Se dice que un grupo G es un grupo finito si consta de 
un número finito de elementos. El número de elementos de G se llama 
orden de G y se denota por |G|. 


Así que el grupo U, anterior es finito y |U,| = 

Todos los ejemplos presentados anteriormente satisfacen la propiedad adi- 
cional de que a + b = b + a para todos los pares de elementos. No es necesario 
que en un grupo esto sea verdadero; así lo demuestra el caso de 4(S), donde 
S tiene tres o más elementos; se vio así que se podían encontrar f, g € A(S) 
tales que fg + gf. 

Esto sugiere señalar como especiales aquellos grupos G en los cuales a * b = 
b + a para todo a, b€ G. 


DEFINICIÓN. Se dice que un grupo Gesabeliano sia +b = b * a pa- 
ra todo a, bEG. 


La palabra abeliano se deriva del nombre del gran matemático noruego Niels Henrik 
Abel (1802-1829), uno de los más destacados científicos que ha dado Noruega. 
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Un grupo que no es abeliano se llama no abeliano, una elección de nombre 
no muy dificil. i 

Se dan a continuación algunos ejemplos de grupos no abelianos. Desde lue- 
go, los A(S) proporcionan una familia infinita de tales grupos. Pero se presen- 
tan otros cuantos ejemplos en los que se puede calcular muy fácilmente. 


6. Sean R el conjunto de los números reales y G el conjunto de todas las 
aplicaciones 7, ,: R—>R definidas por T,¿(r) = ar + b para todo número 
real r, donde e, b son números reales y a * 0. Así, por ejemplo, T; —s es tal 
que Ts (r) = Sr— 6; T; (14) = 5: 14-6 = 64, T, e(t) = 5r — 6. Las 
T,,, son aplicaciones biyectivas de R sobre sí mismo y se define T,» * Toa 
como el producto de estas aplicaciones. De esta manera 


(Tab * Toar) = Taol Tealr)) = aT.alr) +b= afler + d) +b 
= (ac)r + (ad + b) = Taad+olr). 


Por lo tanto se tiene la fórmula 


Tos * Tea = Tocad+b (1) 


Este resultado demuestra que 7, ¿ * Tea está en G —ya que satisface el requi- 
sito de calidad de miembro perteneciente a G— así que G es cerrado respecto 
a *. Puesto que se está hablando acerca del producto de aplicaciones (esto es, 
la composición de aplicaciones), * es asociativa. El elemento Ty = ¡es la apli- 
cación identidad de sobre sí mismo. Finalmente, ¿a qué es igual T34? 
¿Se pueden encontrar números reales x + 0, y tales que 


i 


Tab * To = Tey Elo Tio? 

En vista de (1), lo que se desea es que Tasay+o = Tiro, esto es, ax = 1, ay + 
b = 0, Recuérdese ahora que a + 0, así que si se hace x = a, y = —aT!b, 
se satisfacen las relaciones requeridas. Se verifica inmediatamente que 


Tao * Taro = Taoa- * Tas = Tio > 


Asi que G es efectivamente un grupo. 
¿A qué es igual 7, ¿ * Tap? Según la Fórmula (1), donde se sustituye a por 
c, c por a, b por d, d por b, se obtiene 


Tea * Too = Toaco+d ` (2) 


ad + b. Esto 


Por consiguiente Toa * Tao = Tap * Toa si y sólo si bc + d = 
= 3. Por lo tanto, 


no es cierto, por ejemplo, sia = 1, b = 1,c = 2,d 
G es no abeliano. 
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7. Sea H C G, donde G es el grupo del Ejemplo 6, definido por H = 
{Tao € Gla es racional, b es cualquier real). Se deja al lector verificar que H 
es un grupo respecto a la operación + definida en G. H es no abeliano. 


8. Sea KC HC G, donde H, G son como antes y tal que K = 
17,» € GÍb es cualquier real). El lector debe comprobar que K es un grupo re- 
lativo a la operación * de G, y que K es, sin embargo, abeliano. 


9. Sea S el plano, esto es, S = {(x, »)!|x, y son reales) y considérense f, g € 
A(S) definidas por f(x, y) = ([—x, y) y g(x, Y) = (y, x); f es la reflexión 
respecto al eje y y g es la rotación de 90° en sentido opuesto a las agujas del 
reloj respecto al origen. Defínase luego G = {figili = 0, 1; j = 0, 1, 2, 3), 
y sea » en G el producto de elementos de A(S}. Evidentemente, f? = g* = 
aplicación identidad; 


(S * gx, y) = (DG, y) = f(x, 9) = Sy, x) = (x, x) 


tg * fx, y) = glfix, y) = gix, y) = (y, -x). 


De suerte que g . f + f » g. Se deja al lector verificar que g * f = fr g' y 
que G es un grupo no abeliano de orden 8. [Trátese de encontrar una fórmula 
para (Jigi) » (f%) = f'g? que exprese a, b en términos de å, j, s y £.] 


10. Sean S y la aplicación f, como en el Ejemplo 9. Sean n > 2 y A la ro- 
tación del plano respecto al origen a través de un ángulo de 27/n en sentido 
opuesto a las agujas del reloj. Defínase luego G = (£*A*|k = 0, 1; j =0, 1, 
2, ..., n— 1) y el producto * en G vía el producto usual de aplicaciones. Se 
puede verificar que f? = k” = aplicación identidad y que fk = hT!f. Estas re- 
laciones permiten demostrar (con algo de esfuerzo) que G es un grupo no abe- 
liano de orden 2n. G se llama grupo diédrico de orden 2n. 


11. Sea G = ((£€ AD |f (5) +s para solamente un número finito de s € 
S}, donde se supone que S es un conjunto infinito. Se afirma que G es un grupo 
respecto al producto * en A(S}. La asociatividad es válida automáticamente en 
G, puesto que ya es válida en A (S). Además, i € G, ya que ¡(s) = s para todo 
s ES. Así que se debe demostrar que G es cerrado respecto al producto y que 
si f€ G, entonces f | E G. 

Primero se determina la cerradura. Supóngase que f, g € G; entonces F(s) = 
s excepto, digamos, para $4, Sa, ..., Sn Y g(s) = 5 excepto para Si, Sa, ..., Sm- 
Entonces (f2Xs) = f(e(s)) = s para todo s diferente de $4, S2, ..., Sm Si, --.> 
Sn (y posiblemente aun para algunos de ellos). Así que fg cambia solamente un 
número finito de elementos de S, de modo que fg € G. 


Finalmente, si f(s) = s para todo s diferente de S}, 52, ..., Sn, entonces 
FAA) = fs), pero fs) = PUSO) = AS) = Hs) = s. Así 
que se obtiene que f7'(s) = s para todo s excepto Sı, ..., Sy, Por consiguien- 


te f~! E G y G satisface todos los axiomas de grupo, por lo tanto es un grupo. 
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12. Sea G el conjunto de las aplicaciones 7}, donde 7, es la rotación de un 
circulo dado respecto a su centro a través de un ángulo 6 en el sentido de las 
agujas del reloj. Defínase + en G mediante la composición de aplicaciones. Puesto 
que Ta * T, = Ty, como de inmediato se verifica, G es cerrado respecto a 
+. Los otros axiomas de grupo se comprueban fácilmente. Obsérvese que Ta, = 
To = la aplicación identidad, y T5' = T_e = Ta,_y. G es un grupo abeliano. 


Como se hizo con A(S), se introduce la notación abreviada a” para 


arara- +a 
o 


veces 


y se define a7" = (a”*), para n entero positivo y a° = e. Las reglas ordina- 
rias de los exponentes son entonces válidas, esto es, (a) = a”” y a” + q” = 
a”*" para cualesquier enteros M y n. 

Obsérvese que con esta notación, si G es el grupo de los enteros respecto 
a +, entonces a” es realmente na. | 

Después de haber visto los 12 ejemplos de grupos anteriores, el lector po- 
dría tener la impresión de que todos, o casi todos, los conjuntos con alguna 
operación * forman grupos. Esto dista mucho de ser cierto. En seguida se dan 
algunos ejemplos que no son grupos. En cada caso se examinan los cuatro axio- 
mas de grupo y se ve cuáles de ellos no son válidos. 


EJEMPLOS DE CONJUNTOS QUE NO SON GRUPOS 


1. Sean G el conjunto de los enteros y + el producto ordinario de ellos. Puesto 
que a + b = ab, para a, b E G, evidentemente se tiene que G es cerrado y aso- 
ciativo en relación con *. Además, el número 1 sirve como elemento unidad, 
puesto que a + 1 = al = a = la = 1»a para todo a € G. De esta manera 
se han recorrido las tres cuartas partes del camino de probar que G es un grupo. 
Lo que hace falta es que los inversos de los elementos de G, relativos a *, se 
encuentren en G. Pero esto no es así. Evidentemente, no se puede encontrar 
un entero bh tal que 0 + b = 0b = 1, puesto que Ob = 0 para todo b. Pero in- 
cluso otros enteros no tienen inversos en G. Por ejemplo, no se puede encon- 
trar un entero b tal que 3 + b = 1 (ya que esto requeriría que b = Y, y Y no 
es entero). 


2. Sea G el conjunto de los números reales distintos de cero y defínase, 
para a, b E G, a + b = a?b; de modo que 4 » 5 = 445) = 80. ¿Cuáles axio- 
mas de grupo en G son válidos respecto a esta operación + y cuáles no? Desde 
luego, G es cerrado respecto a +. ¿Es asociativa +? Si asi fuera, (a * b)*c = 
a + (b *» c), es decir, (a + b)?e = aXb + c), y entonces (a?b)% = a b?e), lo 
cual se reduce a a? = 1, que es válido solamente para a = +1. Por consi- 
guiente, en general, la ley asociativa no es válida en G relativa a +. De manera 


2.1 
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semejante se puede verificar que G no tiene elemento unidad. Asi que no tendría 
sentido ni siquiera hablar de inversos relativos a *. 


ab, 


3. Sea G el conjunto de los enteros positivos respecto a +, donde a + b = 
es el producto ordinario de ellos. Entonces se puede verificar fácilmente que 


G no es un grupo sólo porque carece de inversos para algunos (de hecho la 
mayoría) de sus elementos en relación con +. 


En los ejercicios se encontrarán otros ejemplos que no son grupos. 


PROBLEMAS 2.1 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. 


Determínese si los siguientes conjuntos G con la operación indicada forman 
un grupo. Si no, indíquese cuáles axiomas de grupo no son válidos. 


(a) G = conjunto de los enteros, a * b = a ~ b. 

(b) G = conjunto de los enteros, a+ b = a + b + ab. 

(c) G = conjunto de los enteros no negativos, a * b = a + b. 

(d) G = conjunto de los números racionales + —1, a+b = a + b + ab. 


(e) G = conjunto de los números racionales con denominador divisible por 
5 (escritos de modo que el numerador y el denominador sean relativa- 
mente primos), a* b = a + b. 

(È) Gun conjunto que conste de más de un elemento, a » b = a para todo 
a, bEG. 


. En el grupo G definido en el Ejemplo 6, demuéstrese que el conjunto H = 


{Taola = +1, b cualquier real) forma un grupo respecto a * en G. 


3. Verifíquese que el Ejemplo 7 proporciona efectivamente un grupo. 


4. Pruébese que K definido en el Ejemplo 8 es un grupo abeliano. 


5. En el Ejemplo 9, demostrar que g * f = f * g!, y que G es un grupo, no 


8. 


10. 


abeliano y de orden 8. 


. Sean H y G como en los Ejemplos 6 y 7, respectivamente. Demuéstrese que 


si T a E G, entonces T, y * Ve T ¡EH si VEH. 


. Hágase lo mismo que en el Problema 6 para el grupo K C G del Ejemplo 8. 


Si G es un grupo abeliano, probar que (a * b)” = a” * b” para todos los 
enteros 7. 


. Si G es un grupo en el cual a? = e para todo a € G, demuéstrese que G 


es abeliano. 


- G es el grupo del Ejemplo 6, encuéntrense todas las To, p E€ G tales que 
Tap * Tix = T7,:* Tas para todo real x. 


TE 
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11. En el Ejemplo 10, para n = 3 encuéntrese una fórmula que exprese 
(S'hi) » (fki) como f*h*. A partir de dicha fórmula demostrar que G es 
un grupo no abeliano de orden 6. 


12. Resuélvase el Problema 11 para n = 4. 
13. Demuéstrese que cualquier grupo de orden 4 o menos es abeliano. 


14, Si G es cualquier grupo y a, b, c E G, demostrar quesia*+b=a*c, 
entonces b = c, y si b» a = cxa, entonces b = c. 


15. Expresar (a » by en términos de a! y b7!. 


16. Aplicando el resultado del Problema 15, pruébese que un grupo G en el cual 
a = a`! para todo a E G debe ser abeliano. 


17. Pruébese que, en cualquier grupo G, (a7!)7! = a para todo a € G. 


18. Si G es un grupo finito de orden par, demuéstrese que debe existir un ele- 
mento a + e tal que a = a7!. (Sugerencia: Trátese de aplicar el resultado ' 


del Problema 17.) 


19. Demuéstrese que en $, hay cuatro elementos x que satisfacen x? = e y tres 
elementos y que satisfacen y? = e. 


20. Hallar todos los elementos de S, tales que x’ = e. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


21. Demuéstrese que un grupo de orden 5 debe ser abeliano. 


22. Demuéstrese que el conjunto definido en el Ejemplo 10 es un grupo, no abe- 
liano y tiene orden 27n. Hágase esto encontrando la fórmula para (fh) x» 
($5) en la forma f*. 


23. En el grupo G del Ejemplo 6, encuéntrense todos los elementos U € G tales 
que U + Tao = Tap * U para toda T,, € G. 


24. Si G es el grupo diédrico de orden 27 definido en el Ejemplo 10 probar que: 
(a) Si n es impar ya E G es tal que a + b = b + a para todo b E G, en- 
tonces a = e. 
(b) Si n es par, demuéstrese que hay un a € G, a + e, tal quea * b = br 
a para todo b € G. 
(c) Si n es par, encuéntrense todos los elementos a € G tales que a * b = 
b * a para todo b EG. 


25. Si G es cualquier grupo, demuéstrese que: 
(a) e es único (esto es, si f E G también actúa como elemento unidad para 
G, entonces f = €). 
(b) Dado a € G, entonces a”? E G es único. 
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26. Si G es un grupo finito, pruébese que, dado a E G, existe un entero positivo 
n, dependiente de a, tal que a” = e. 


27. En el Problema 26, demuéstrese que existe un entero m > 0 tal que a” = 
e para fodo a E G. 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


28. Sea G un conjunto con una operación * tal que: 
1. G es cerrado respecto a *, 
2. *es asociativa. 
3. Existe un elemento e € G tal que e » x = x para todo x E G. 
4. Dado x € G, existe un y E G tal que y * x = e. 
Pruébese que G es un grupo. (Así que se debe demostrar que x*e = xy 
x* y = e para e, y como arriba.) 


29. Sea G un conjunto finito con una operación * tal que: 
1. G es cerrado respecto a *. 
2. » es asociativa. 
3. Dados a, b, c E G con a * b = a + c, entonces b 
4. Dados a, b, c E G con b + a = c » a, entonces b = 
Pruébese que G debe ser un grupo respecto a *. 


tol 
ap 


30. Hallar un ejemplo para demostrar que el resultado del Problema 29 puede 
ser falso si G es un conjunto infinito. 


31. Sean G el grupo de los números reales distintos de cero respecto a la ope- 
ración * que es la multiplicación ordinaria de ellos, y H el grupo de los 
números reales respecto a la operación #, que es la adición usual. 

(a) Demuéstrese que existe una aplicación F: G > H de G sobre H que satis- 
face F(a * b) = F(a) #F(b) para todo a, b E G [esto es, F(ab) = 
F(a) + F(b). 

(b) Demuéstrese que ninguna aplicación F de este tipo puede ser inyectiva. 








En esta breve sección se demuestra que ciertas propiedades formales que se de- 
rivan de los axiomas de grupo son válidas en cualquier grupo. En realidad, la 
mayoría de tales consecuencias ya se han presentado como problemas al final 
de la sección precedente. 

Resulta un poco molesto mantenerse escribiendo el * para el producto de 
G, por lo que de ahora en adelante expresaremos el producto a * b simplemente 
como ab para todo a, b E G. 
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Las primeras de tales consecuencias formales que se prueban se contienen 
en el 


LEMA 2.2.4. Si G es un grupo, entonces: 
(a) Su elemento identidad es único. 
(b) Todo a € G tiene un inverso único a E G. 
(c) Si a € G, (ay! = a. 
(d) Para a, b E G, (aby! = bla”. 


DEMOSTRACIÓN. Se empieza por la parte (a). ¿Cómo se supone que debe lle- 
varse a cabo la demostración? Se debe demostrar que si e, [E G y af = 
fa = a para todo a € G y ee = ea = a para todo a € G, entonces e = f. Esto 
es muy fácil, porque entonces e = ef y f = ef; por consiguiente, e = ef = 
f, como se requiere. 

En vez de probar la parte (b), se demostrará un resultado más notable (enun- 
ciado adelante como Lema 2.2.2), el cual tendrá la parte (b) como una conse- 
cuencia inmediata. Se afirma que en un grupo G si ab = ac, entonces b = c; 
esto es, en una ecuación se puede cancelar un elemento dado por el mismo lado. 
Para ver esto, se tiene, para a € G, un elemento u € G tal que ua = e. Así 
que de ab = ac se obtiene 


u(ab) = u(ac), 


por consiguiente, por la ley asociativa (uaJb = (ua)c, esto es, eb = ec. Por 
lo tanto b = eb = ec = c, y se establece el resultado. Un argumento semejante 
demuestra que si ba = ca, entonces b = c. Sin embargo, a partir de ab = ca 
no se puede concluir que b = c; en cualquier grupo abeliano sí, pero en ge- 
neral, no. l 

Ahora se obtiene la parte (b) como una implicación de la ley de cancelación. 
Supóngase que b, c € G actúan como inversos de a; entonces ab = e = ac, 
así que por cancelación b = c y se ve que el inverso de a es único. El inverso 
de a se escribirá siempre como a”. 


Para la parte (c), obsérvese que por definición aa! = e; pero 
ala = e, así que por cancelación en a (a y! = e = ala se obtiene que 
(ay = a. 


Finalmente, para la parte (d) se calcula 


(abKbTlaT") = ((abyb= a”! (ley asociativa) 


(a(bb” ya” (ley asociativa de nuevo) 


(aeja!| = aa! = e. 


ii 
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De manera semejante (bta —')(ab) = e. Por consiguiente, por definición, 
(aby! = bla”, 


Se prometió inscribir una parte del argumento dado anteriormente como 
un lema separado, que es el siguiente: 


LEMA 2.2.2. En todo grupo G, sia, b,c E G y 
(a) ab = ac, entonces b = c. 
(b) ba = ca, entonces b = c. 


Antes de dejar estos resultados, obsérvese que si G es el grupo de los nú- 
meros reales respecto a +, entonces la parte (c) del Lema 2.2.1 se traduce a 
la regla conocida —(—a) = a. 

En esta sección solamente hay una pequeña parte de matemáticas; en conse- 
cuencia, sólo se presentan unos cuantos problemas. No se hace ninguna indi- 
cación respecto a su grado de dificultad. 


PROBLEMAS 2.2 


1. Supóngase que G es un conjunto cerrado respecto a una operación asociativa 
tal que 
1. Dados a, y € G, existe un x € G tal que ax = y. 
2. Dados a, w E G, existe un u € G tal que ua = w. 
Demuéstrese que G es un grupo. 


2. Si G es un conjunto finito cerrado respecto a una operación asociativa tal 
que ax = ay obliga a que x = y, y ua = wa obliga a que u = w, para 
todo a, x, y, u, w € G, pruébese que G es un grupo. (Esto es una repeti- 
ción de un problema dado antes. Posteriormente se utilizará en la parte prin- 
cipal del libro.) 


3. Si G es un grupo en el cual (ab) = a'l para tres enteros consecutivos $, 
pruébese que G es abeliano. 


4. Pruébese que la conclusión del Problema 3 no es necesariamente cierta si 
(abY = a'b' para sólo dos enteros consecutivos j. 


5. Sea G un grupo en el cual (ab)? = eb? y (aby = ab? para todo a, 
b E€ G. Demuéstrese que G es abeliano. 


6. Sea G un grupo en el cual (aby = a'b" para cierto entero fijo n > l para 
todo a, b € G. Pruébese que para todo a, b € G: 
(a) (aby! = bla! 
(b) ay! = bte", 
(c) (aba b yed = e. 
[Sugerencia para la parte (c); Nótese que (aba Y = ab'a”* para todos 
los enteros r.] 
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2.3 SUBGRUPOS 


En la investigación más de cerca de la estructura de un grupo G, es una labor 
muy pesada abordar cabalmente todo G. Sería deseable enfocar la atención sobre 
partes apropiadas de G, que sean más pequeñas, sobre las que se tenga algún 
control y que sean tales que la información reunida acerca de ellas se pueda utilizar 
para obtener información e idea relevante respecto del propio G. La pregunta 
entonces es: ¿cuáles servirían como partes apropiadas para esta clase de disección 
de G ? Evidentemente, cualesquiera que sean las partes que se elijan, deben refle- 
jar el hecho de que G es un grupo, no simplemente un conjunto mayor cual- 
quiera. 

Un grupo se distingue de un conjunto ordinario por el hecho de que está 
dotado de una operación que funciona bien. Asi que es natural exigir que dichas 
partes se comporten razonablemente con respecto a la operación de G. Una vez 
que se tiene esto, se llega casi inmediatamente al concepto de subgrupo de un 
grupo. 








DEFINICIÓN. Un subconjunto no vacío H de un grupo G se llama 
subgrupo de G, si H mismo forma un grupo relativo al producto de G. 


Se hace hincapié en la frase “*relativo al producto de G”. Considérese, por 
ejemplo, el subconjunto A = (1, —1) de Z, el conjunto de los enteros. Respecto 
a la multiplicación de ellos, A es un grupo. Pero A no es un subgrupo de Z 
considerado como grupo con respecto a +. 

Todo grupo G tiene automáticamente dos subgrupos obvios, a saber, G 
mismo y el subgrupo que consiste del elemento identidad e, solo. A estos dos 
subgrupos se les llama subgrupos triviales. Nuestro interés estará en los restantes, 
los subgrupos propios de G. 

Antes de pasar a un estudio más detallado del carácter general de los sub- 
grupos, se examinan algunos subgrupos específicos de grupos particulares ex- 
plicitos. Algunos de ellos fueron presentados como ejemplos en la Sección 2,1 
y se mantiene la numeración que se les dio. En varios de dichos ejemplos se 
verificará que ciertos subconjuntos específicos son efectivamente subgrupos. Se 
recomienda especialmente a los lectores que lleven a cabo tal verificación en parte 
de los restantes y que intenten encontrar otros ejemplos por su cuenta, 

Cuando se trata de verificar si un subconjunto dado de un grupo es o no 
un subgrupo, ya no es preciso comprobar uno de los axiomas que definen un 
grupo, a saber, la ley asociativa. Puesto que la ley asociativa es válida univer- 
salmente en un grupo G, dado cualquier subconjunto A de G y tres elementos 
cualesquiera de A, la ley asociativa desde luego es válida para ellos, Así que 
para un subconjunto dado A de G, se debe comprobar si A es cerrado respecto 
a la operación de G, si e está en A y, finalmente, dado a € A, si a”! está 
también en A. 
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Obsérvese que se puede ahorrar un cálculo más. Supóngase que 4 C G es 
no vacío y que dados a, b € A, se tiene que ab E A; supóngase además que 
dado a € A, resulta que a”? € A. Entonces se afirma que e € A. Porque si 
se escoge a E A, entonces a! E A por hipótesis, por consiguiente 447! € A, 
nuevamente por hipótesis. Puesto que aa”! = e, se tiene que e € A. De esta 
manera, a es un subgrupo de G. En otras palabras, 


LEMA 2.3.4. Un subconjunto no vacío A C G es un subgrupo de G 
si y sólo si A es cerrado con respecto a la operación de G y, dado a € 
A, entonces a”! E A. 


Se consideran ahora algunos ejemplos. 


EJEMPLOS 


1. Sean G el grupo Z de enteros respecto a + y H el conjunto de enteros 
pares. Se afirma que H es un subgrupo de Z. ¿Por qué? ¿Es H cerrado, esto 
es, dados a, b E H, esa + bE H? En otras palabras, ¿si a, b son enteros 
pares, es a + b un entero par? La respuesta es sí, de modo que H es sin duda 
cerrado respecto a +. Ahora se pasa a considerar el elemento inverso. Puesto 
que la operación en Z es +, el inverso de a € Z relativo a esta operación es —q. 
Sia E H, esto es, si a es par, entonces —a también es par, por consiguiente -~g € 
H. En síntesis, H es un subgrupo de Z respecto a +. 


2. Sea G una vez más el grupo Z de los enteros respecto a +. El conjunto 
H de los enteros pares del Ejemplo 1, se puede describir de otra manera: a 
saber, H consiste de todos los múltiplos de 2. No hay nada particular en el Ejem- 
plo 1 que haga uso del 2 mismo. Sea m > 1 cualquier entero y A, el conjunto 
que consta de todos los múltiplos de m en Z. Se deja al lector veri- 
ficar que Hm es un subgrupo de Z respecto a +. 


3. Sea S cualquier conjunto no vacío y G = A(S). Sia ES, sea H(a) = 
{JE A(S)|f(a) = a). Se afirma que H(a) es un subgrupo de G. Ya que si f, 
¿€ H(a), entonces (fg)Xa) = $(g(a)) = f(a) = a, puesto que fía) = g(a) = 
a; por consiguiente fg € H(a). Además, si f € H(a) entonces f(a) = a, de modo 
que $ (f(a)) = fa); pero f—(f(a)) = f'(a) = (a) = a. Así que, 
puesto que a = f"Uf(a)) = fa), se tiene que f~! E H(a). Consecuente- 
mente, A(a) es un subgrupo de G. 


4. Sean G como en el Ejemplo 6 de la Sección 2.1 y H como en el Ejemplo 
7. Entonces H es un subgrupo de G (véase el Problema 3 de la Sección 2.1). 


5. Sean G como en el Ejemplo 6 y X como en el Ejemplo 8 de la Sección 
2.1. Entonces K C HC G y K es un subgrupo de ambos H y G. 
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6. Sea C' el grupo de los números complejos distintos de cero respecto a la 
multiplicación de ellos. Sea V = (a € C'| |a| es racional). Entonces V es un 
subgrupo de C’. Porque si la| y |b| son racionales, ertonces |ab| = [al |b| es 
racional, así que ab E V; además, la”*| = 1/|aļ| es racional, por consi- 
guiente a”! € V. Por lo tanto, V es un subgrupo de C’. 


7. Sean C' y V como en el ejemplo anterior y 
= (a EC la = cos O + isen 0, 0 cualquier real). 


Sia = cos + isen yb = cos y + ¡sen y, se vio en el Capítulo 1 que ab = 
cos(0 + Y) + isen(® + y), de tal manera que ab € U y ar! = cosó — 
isenó = cos(-0) + ¿sen(-8) E U. Además, |a| = 1, puesto que ja| = 

cosh + senig = 1. Por lo tanto, U C V C C' y U es un subgrupo tanto de 
V como de C’. 


8. Sean C', U, V como antes y n > 1 un entero. Sean 0, = cos(21/n) + 
¡sen(27/n), y B = (1,6, 02, ..., 6771). Puesto que 9” = 1 (como se vio por 
el teorema de De Moivre), se comprueba fácilmente que B es un subgrupo de 
U, V y C' y es de orden z. 


9, Sean G un grupo cualquiera y a € G. El conjunto A = (a'|; cualquier 
entero) es un subgrupo de G. Ya que, por las reglas de los exponentes, si a’ € 
A y æ € A, entonces ala? = d+’, así que está en A. Además, (a)! = a”, de 
modo que (a)? € A. Esto demuestra que A es un subgrupo de G. 

A se llama subgrupo cíclico de G generado por a. El grupo del Ejemplo 8 
es el subgrupo cíclico de €” generado por 0,,. 


10. Sea G cualquier grupo; para a € G sea C(a) = {g E Giga = ag}. Se 
asegura que C(a) es un subgrupo de G. Primero se prueba la cerradura de C(a). 
Si g, A € C(a), entonces ga = ag y ha = ah, así que (ghja = g(ha) = g(ah) = 
(ga)h = (ag)h = a(gh) (aplicando repetidamente la ley asociativa), por con- 
siguiente gk E C(a). Además, si g € C(a), entonces de ga = ag se tiene 
eg Ugalde! = g—'(ag)g—', lo cual se reduce a ag* = g”'a; de donde 
g 7 E C(a). Por ello C(a) es un subgrupo de G. 

Estos subgrupos particulares C(4) surgirán más adelante y se les da un nombre 
especial. C(a) se llama centralizador de a en G. Se dice que a y b conmutan 
en un grupo si ab = ba. De esta manera C(a) es el conjunto de todos los ele- 
mentos de G que conmutan con a. 


11. Sea G cualquier grupo y Z(G) = {z € G|zx = xz para todo x € G}. 
Se deja al lector verificar que Z(G) es un subgrupo de G. Se le llama centro de G. 


12. Sean G cualquier grupo y H un subgrupo de G. Para a € G, sea 
a”'Ha = [a 'ha|h € H}. Se afirma que a 'Ha es un subgrupo de G. Si 
x= aha y, y = a™'ha, h, h, € H, entonces xy = (a7'haMa" ha) = 
a—(hA,h,ya (ley asociativa) y puesto que H es un subgrupo de G, hih, € H; por 
lo tanto, a (k,h,)a € a” Ha, lo cual dice que xy € a”'Ha. Así que 


2.3 « Subgrupos 53 


a Ha es cerrado. Además, si x = a ha € a” 'Ha, entonces, como fácilmente 
se verifica, x~! = (a—'hay' = = aha € a Ha. Por lo tanto a~ Ha es un 
subgrupo de G. 


Una docena exacta de ejemplos parece ser una cantidad apropiada, así que 
pasaremos a otros temas. El Lema 2.3.1 indica lo que se necesita para que un 
subconjunto dado de un grupo sea un subgrupo. En un caso especial impor- 
tante se puede hacer un ahorro considerable al comprobar si un subconjunto 
dado A es un subgrupo de G. Este es el caso en el que H es finito. 


LEMA 2.3.2. Supóngase que G es un grupo y A un subconjunto 
¡Fnitolno vacío de G cerrado respecto al producto de G. Entonces H es 
un subgrupo de G. 


DEMOSTRACIÓN. En virtud del Lema 2.3.1 se debe demostrar que a € H im- 
plica que a`’ € H. Si a = e, entonces a”? = e y queda probado. Supóngase 
luego que a + e; considérense los elementos a, e?, ..., a"*!, donde n = H|, 
el orden de H. Se han escrito aquí n + 1 elementos y todos ellos están en H, 
puesto que H es cerrado, pero tiene solamente n elementos distintos. ¿Cómo puede 
ser posible esto? Solamente si dos de los elementos enlistados son iguales; dicho 
de otra manera, sólo si a? = a’ para algunos 1 s į < j < n + 1. Pero enton- 


ces, por la propiedad de cancelación de los grupos, 24 = e. Puesto que j — i 2 
1, a+" € H, por consiguiente e € H. Sin embargo, j— ¡— 1 > 0, así 
que a! € H y aai! = ai~ = e, de donde a! = a+ E H. Esto 


prueba el lema. 


Un corolario inmediato, pero no obstante importante del Lema 2.3.2 es el 


COROLARIO. SiG es un grupo finita y H un subconjunto no vacio 


de G cerrado respecto a la multiplicación, entonces H es un subgru- 
po de G. 


PROBLEMAS 2.3 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Si A, B son subgrupos de G, demuéstrese que A N B es un subgrupo de G. 
2. ¿Cuál es el subgrupo cíclico de Z generado por —1 respecto a +? 


3. Sea $; el grupo simétrico de grado 3. Encuéntrense todos los subgrupos de 
S,. 


4. Verifíquese que Z(G), el centro de G, es un subgrupo de G. (Véase el Ejemplo 
11) 
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5, sa C(a) es el centralizador de a en G (Ejemplo e pruébese que Z(G) = 
Mae 0C(a). 
6. Demuéstrese que a € Z(G) si y sólo si C(a) = 
7. En $;, hallar C(a) para cada g € $. 


8. Si G es un grupo abeliano y si H = [a € Gla? = e}, demuéstrese que H 
es un subgrupo de G. 


9. Dar un ejemplo de un grupo no abeliano para el cual el H del Problema 
8 no sea un subgrupo. 


10. Si G es un grupo abeliano y n > 1 un entero, sea A, = [a”|a € G}. 
Demostrar que A, es un subgrupo de G. 


11. Si G es un grupo abeliano y H = {a € Gla"” = e para algún rn(a) > 1 
dependiente de a), pruébese que H es un subgrupo de G. 
Se dice que un grupo G es cíclico si existe un a € G tal que todo x € 
G es una potencia de a, esto es, x = a? para cierto j. En este caso a se llama 
un generador de G. 


12. Pruébese que un grupo cíclico es abeliano. 
13. Si G es cíclico, demuéstrese que todo subgrupo de G es cíclico. 
14. Si G no tiene subgrupos propios, pruébese que G es cíclico. 


15. Si G es un grupo y H un subconjunto no vacío de C tal que, dados a, b € 
H, entonces ab”? E H, probar que H es un subgrupo de G. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 
16. Si G no tiene subgrupos propios, pruébese que G es cíclico de orden p, donde 
p es un número primo. (Esto agudiza el resultado del Problema 14.) 


17. Si G es un grupo y a, x € G, pruébese que C(x"lax) = x'C(a)x. [Véanse 
los Ejemplos 10 y 12 para las definiciones de C(b) y de x7'C(a)x.] 


18.Si S es un conjunto no vacio y X C S, demuéstrese que T(X) = 
{ZE ACT ÍS(X) C X) es un subgrupo de A(S) si X es finito. 


19, Sean A, B subgrupos de un grupo abeliano G, y AB = {ab|ja EA, b EB}. 
Pruébese que AB es un subgrupo de G. 


20. Dar un ejemplo de un grupo G y dos subgrupos A, B de G tales que AB 
no sea subgrupo de G. 


21. Si 4, B son subgrupos de G tales que b7!'Ab C A para todo b € B, de- 
muéstrese que AB es un subgrupo de G. 


22. Si A y B son subgrupos finitos, de órdenes m y n, respectivamente, de un 
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grupo abeliano G, pruébese que AB es un subgrupo de orden mn si m y n 
son primos entre sí. 


23. ¿Cuál es el orden de AB del Problema 22 si m y n no son relativamente 
primos? 

24. Si H es un subgrupo de G, sea N = Me ¿xx Hx. Pruébese que N es un 
subgrupo de G tal que y” 'Ny = N para todo y € G. 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


25. Sean S, X, T(X) como en el Problema 18 (pero X ya no finito). Dar un 
ejemplo de un conjunto $ y un subconjunto infinito ¥ de tal modo que 7(X) 
no sea un subgrupo de A(S). 


26. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Sea Hx = (hx]h € H}. Demués- 
trese que, dados a, b E G, entonces Ha = Hb o bien Ha N Hb = Y. 


27. Si en el Problema 26 H es un subgrupo finito de G, pruébese que Ha y Hb 
tienen el mismo número de elementos. ¿Cuál es este número? 


28. Sean M, N subgrupos de G tales que x "Mx C M y x" Nx C N para todo 
x E G. Pruébese que MN es un subgrupo de G y que x“(MN)x C MN 
para todo x € G. 


29. Si M es un subgrupo de G tal que x”1Mx C M para todo x € G, demos- 
trar que en realidad x'Mx = M. 


30. Si M, N son tales que x"'Mx = M y xTINx = N para todo x € G y si 
MNN = (e), pruébese que mn = nm para cualquiera m € M, n € N. (Su- 
gerencia: Considérese el elemento mnm T!n—!.) 


4 TEOREMA DE LAGRANGE 





Estamos a punto de obtener el primer resultado real de la teoría de grupos de 
importancia. Aunque su demostración es relativamente fácil, este teorema es 
como el ABC de los grupos finitos y tiene implicaciones interesantes en la teoría 
de los números. 

En realidad aquellos lectores que resolvieron los Problemas 16 y 17 de la 
Sección 2.3 tienen todos los recursos necesarios para llevar a cabo una demos- 
tración del resultado. El teorema simplemente dice que en un grupo finito el orden 
de un subgrupo divide al orden del grupo. 

Para refinar el argumento de este teorema —el cual se debe a Lagrange— 
y para emplearlo posteriormente muchas veces, haremos una breve digresión 
hacia el terreno de la teoría de conjuntos. 
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DEFINICIÓN. Una relación — en un conjunto S se llama relación 
de equivalencia si satisface: 


(a) a ~ a (reflexividad ) 

(b) a ~ b implica que b ~ a (simetría) 

(c) a ~ b, b ~ c implica que a ~ c (transitividad ) 
para todo a, b, c € 5. 


Desde luego, la igualdad = es una relación de equivalencia, de modo que 
la noción genera! de relación de equivalencia es una generalización de la de 
igualdad. Para ser exactos, una relación de equivalencia pondera la igualdad 
con respecto a determinado atributo. Esta vaga observación se puede hacer más 
clara después de considerar algunos ejemplos. 


EJEMPLOS 


1. Sea S el conjunto de todos los artículos de una tienda de abarrotes; se | 
declara a ~ b, para a, b € S, si el precio de a es igual al de b. Evidentemente 
las reglas que definen una relación de equivalencia son válidas para ésta ~. Nótese 
que al ponderar esta “igualdad generalizada”? en S se ignoran todas las propie- 
dades de los elementos de S que no sean su precio. Así que a ~ È si son iguales 
en lo que al atributo de precio se refiere. 


2. Sea S el conjunto de los enteros y n > 1 un entero fijo. Se define a ~ 
b paraa, b E€ S si n|(a — b). Se verifica que esta es una relación de equiva- 
lencia. Puesto que 110 = a — a, se tiene que a ~ a. Debido a que n!(a — b) 
implica que 


nį(b- a) = —(a- b), 


se tiene que a ~ b implica que b ~ a. Finalmente, sia ~ b y b ~ c, entonces 
nila — b) y n\(b — c); por consiguiente n|((a — b) + (b — c)), esto es, 
n|(a — c). Por lo tanto, a ~ c. 

Esta relación en los enteros es muy importante en la teoría de los números 
y se llama congruencia módulo n; cuando a ~ b se escribe a = bmód(ín) [o, 
en Ocasiones, como a = b(+)], lo cual se lee “a congruente a b mód n”. De 
ahora en adelante nos enfrentaremos muy a menudo con esta relación. Como 
se verá, éste es un caso especial de un fenómeno mucho más amplio de los grupos. 


3. Se generaliza el Ejemplo 2. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Para 
a, b € G, defínase a ~ bsiab”! E€ H. Puesto que e E H y e = aa”!, se tiene 
que a ~ a. Además, si ab”! E H, entonces puesto que H es un subgrupo de 
G, (ab "y"! € H. Pero (ab y! = (b7lya 7! = ba™', así que ba~ € H, 


. por consiguiente b ~ a. Esto dice que a ~ b implica que b ~ a. Finalmente, 


sia ~ b y b ~ c, entonces ab”! E H y bc! E H. Pero (ab 'Mbc*) = 
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ac”!, de donde ac”! € H y por lo tanto a ~ e. Se ha demostrado la transiti- 
vidad de ~, así que ~ es una relación de equivalencia en G. 

Obsérvese que si G = Z, el grupo de los enteros respecto a +, y H es el 
subgrupo que consiste de todos los múltiplos de n, para un entero fijo n > 1, 
entonces ab”! E H se traduce en a = b(n). De esta manera la congruencia mód 
n es un caso muy especial de la equivalencia definida en el Ejemplo 3. 

Esta relación de equivalencia se utilizará en la demostración del teorema de 
Lagrange. 


4. Sea G cualquier grupo. Para a, b € G se declara que a ~ b si existe un 
x € G tal que b = xTlax. Se asegura que esto define una relación de equiva- 
lencia en G. Primero, a ~ a para a = eae™’. En segundo lugar, si a ~ b, 
entonces b = x7lax, por consiguiente e = (x"7!b(173), así que b ~ a. Fi- 
nalmente, sia ~ b, b ~ c, entonces b = x~ 'ax, c = y7 by para ciertos x, y € 
G. Asi, c = y (xrlax) = (xy) le(x»), y por lo tanto a ~ c. Se ha esta- 
blecido que esto define una relación de equivalencia en G. 

También esta relación desempeña un papel importante en la teoría de grupos 
y se le da el nombre especial de conjugación, Cuando a ~ b se dice que *“a y 
b son conjugados en G”. Obsérvese que si G es abeliano, entonces a ~ b si 
y sólo si a = b. 


Podríamos continuar dando numerosos ejemplos interesantes de relaciones 
de equivalencia, pero esto nos desviaría de nuestro fin principal en esta sección. 
En los problemas al final de esta sección se incluyen otros ejemplos. 

Continuamos con nuestro estudio y formulamos la 


DEFINICIÓN. Si ~ es una relación de equivalencia en S, entonces se 
define [a], la clase de a mediante [a] = {b € S|b ~ a). 


Veamos cuál es la clase de a en los Ejemplos 3 y 4 recién dados. 


1. En el Ejemplo 3, e ~ b si ab”! EH, esto es, si ab”! = h, para algún A € 
H. Así que a ~ b implica que a = hb. Por otra parte, si a = kb donde 
k € H, entonces ab”! = (kb)b—! = k € H, de modo que a ~ b si y sólo 
si a E Hb = {hb|h E H}. Por lo tanto, [b] = Hb. 

El conjunto Hb se llama clase lateral izquierda de H en G. En el Pro- 
blema 26 de la Sección 2.3 nos encontramos con ellas. Obsérvese que 
b E Hb, puesto que b = eb y e € H (también porque b € [b] = Hb). 


2. En el Ejemplo 4 se definió a ~ b si b = x7!lax para algún x € G. Así 
[a] = {x 'ax|x € G}. En este caso [a] se denotará como cl(a) y se le llama 
clase de conjugados de a en G. Si G es abeliano, entonces cl(a) consiste 
solamente de a. En realidad, si a € Z(G), el centro de G, entonces cl(a) 
consta simplemente de a. 


La noción de conjugación y sus propiedades aparecerá nuevamente a menudo, 
en especial en la Sección 2.11. 
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Se deja para más adelante en este capítulo el examen de la clase de un ele- 
mento a vista en el Ejemplo 2. 

La influencia importante que tiene una relación de equivalencia sobre un 
conjunto es que lo separa en partes disjuntas bien definidas. 


TEOREMA 2.4.4. Si ~ es una relación de equivalencia en S, entonces 
S = Ufe], donde esta unión pasa sobre un m de cada clase, 
y donde [a] + [b] implica que [a] N [b] = 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que a € [a], se tiene que U,es[a] = S. La demos- 
tración de la segunda afirmación también es muy fácil. Se demuestra que si [a] + 
[b], entonces [2] N [b] = W o, de manera equivalente, si [a] N [b] + Ø, en- 
tonces [a] = [b]. 

Supóngase, pues, que [a] N [b] + Ø; sea c € [a] N [b]. Por la definición 
de clase, c ~ a ya que c € [a] y c ~ b ya que c € [b]. Por lo tanto, a ~ c 
por la propiedad 2 de ~, y entonces, puesto que a ~ cy c ~ b, se tiene a ~ 
b. De esta manera a € [b]; si x € [2], entonces x ~ a, a ~ b dan lugar ax ~ b, 
por consiguiente x € [b]. Así que [a] C [b]. El argumento es obviamente 
simétrico en a y b, de modo que se tiene [b] C [a], de donde [a] = [b] y se 
prueba la afirmación hecha anteriormente. 

El teorema está ahora probado completamente. L] 


Se puede demostrar luego un famoso resultado de Lagrange. 


TEOREMA 2.4.2 (TEOREMA DE LAGRANGE). Si G es un grupo 


finito y H es un subgrupo de G, entonces el orden de H divide al orden 
de G. 


DEMOSTRACIÓN. Volvamos al Ejemplo 3, donde se estableció que la relación 
a ~ bsiab”! E H es una relación de equivalencia y que 


[a] = Ha = (ha|h € H}. 


Sea k el número de clases distintas y llámense Ha,, ..., Ha. Por el Teorema 
6.4.1, G = Ha, U Ha, U -+> U Ha, y se sabe que Ha, O Ha, = Ø si i +j. 

Se afirma que cualquier Ha, tiene un número de elementos igual a |H] = 
orden de H. Aplíquese H > Ha, enviando k > ha;. Se asegura que esta apli- 
cación es inyectiva, ya que si ha, = k'a, entonces por la cancelación en G se 
tendría k = h’; por consiguiente la aplicación es inyectiva. Por la misma defi- 
nición de Ha, la aplicación es definitivamente suprayectiva. Por lo tanto A y 
Ha; tienen el mismo número de elementos, | H|. 

Puesto que G = Ha, U +- U Ha, y los Ha, son disjuntos y cada Ha, tiene 
| H| elementos, se tiene que |G| = k| H|. Por consiguiente | A] divide a |G| y 
se prueba el Teorema de Lagrange. 


Aunque Lagrange suena como un nombre francés, J. L. Lagrange (1736-1813) fue en 
realidad italiano. Nació y fue educado en Turín. Sin embargo, pesó la mayor parte de 
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su vida en Francia. Fue un gran matemático que hizo contribuciones fundamentales en 
todas las áreas de las matemáticas de su tiempo. 


Si G es finito, el número de clases laterales izquierdas de H en G, a saber 
[G|/|A]|, se llama índice de H en G y se escribe como ¡¿(H). 

Recuérdese que se dice que un grupo G es cíclico si hay un elemento a € 
G tal que todo elemento de G es una potencia de a. 


TEOREMA 2.4.3. Un grupo G de orden primo es cíclico. 


DEMOSTRACIÓN. Si H es un subgrupo de G entonces, recurriendo al teorema 
de Lagrange, |H| | |G| = p, donde p es primo, por consiguiente |A| = 1 o 
p. Así que si H 4 (e), entonces H = G.Sia*e€ G, entonces las potencias 
de a, {a}, forman un subgrupo de G diferente de (e). Por lo tanto este sub- 
grupo es todo G. Esto dice que cualquier x E G es de la forma x = 4”, por 
consiguiente G es cíclico por definición. 


Si G es finito y a € G, se vio anteriormente en la demostración del Lema 
2.3.2 que a”% = e para algún n(a) > 1, dependiente de a. Se formula la 


DEFINICIÓN. Si G es finito, entonces el orden de a, escrito o(a), 
es el mínimo entero positivo m tal que a” = e. 


Supóngase que 4 € G tiene orden m. Considérese el conjunto A = 
[e, a, a?, ..., a”—!); se afirma que A es un subgrupo de G (puesto que a” = 
e) y que los mm elementos listados en A son distintos. Las verificaciones de 
estas afirmaciones se dejan al lector. Asi que |A| = m = o(a). Puesto que 
[A] | [G], se tiene 


TEOREMA 2.4.4. Si G es finito y a € G, entonces o(a)| |G]. 


Si a € G, donde G es finito, por el Teorema 2.4.4 se tiene que |G| = k : 
o(a}. De esta manera 


alll = gon = (army = e% =e. 
Se ha probado el 


TEOREMA 2.4.5. Si G es un grupo finito de orden 1 = |G|, enton- 
ces a” = e para todo a € G. 


Cuando se aplique este último teorema a ciertos grupos especiales que se 
presentan en la teoría de los números, se obtendrán algunos resultados clásicos 
debidos a Fermat y a Euler de la teoría de los números. 
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Sean Z el conjunto de los enteros y n > 1 un entero fijo. Regresamos al 
Ejemplo 2 de las relaciones de equivalencia, donde se definió a = b(n) (a con- 
gruente a b mod n) si n|(a — b). La clase de a, [a], consiste de todos los a + 
nk, donde k recorre todos los enteros y se llama clase de congruencia de a. 

Dado cualquier entero bh se tiene, por el Teorema 1.5.1, b = qn + r, donde 
0 < r <n, por consiguiente [b] = [r]. Así que las z clases [0], [1], ..., [2 — 1] 
proporcionan todas las clases de congruencia. Se deja al lector verificar que son 
distintas. 

Sea Z, = {[0], [1], ..., [n— 1]). Se introducirán dos operaciones, + y 
«, en Z,. Respecto a + Z, formará un grupo abeliano; respecto a © Z, no 
formará un grupo, pero cierta porción de él será un grupo. 

¿Cómo definir [2] + [b]? Qué más natural que definir 


la] + [b] = [a + b]. 


Pero hay un problema notorio. ¿Está bien definida esta operación + en Z,? 
¿Qué significa esto? [a] se puede representar por muchas a”s —por ejemplo, 
sin = 3,[1] = [4] = [-2] = :--, aunque se está empleando una e particular 
para definir la adición. Lo que se debe demostrar es que si [a] = [a] y [b] = 
[6"], entonces [ja + b] = [d + b'], ya que luego se tendría [a] + [b] = 
[a + b] = [a + b] = [a] + [b]. 

Supóngase que [a] = [a]; entonces n|(a — a). Además de [b] = [b], 
n|(b — b'), por consiguiente n|((a — a) + (b— b')) = ((a + b}- (€ + bY). 
Por lo tanto, e + b= a' + b'(n), y entonces [a + b] = [a' + b]. 

De esta manera se tiene ya una adición bien definida en Z,„. El elemento (0] 
actúa como el elemento identidad y [—a4] actúa como —[a], el inverso de [a]. 
Se deja al lector comprobar que Z, es un grupo respecto a +. Es un grupo ci- 
clico de orden 7 generado por [1]. 

Se resume todo esto en el 


TEOREMA 2.4.6. Z, forma un grupo cíclico respecto a la adición 
[a] + [b] = [a + bj. 


Luego de haber dispuesto de la adición en Z,,, pasamos a la presentación 
de una multiplicación. Nuevamente, qué más natural que definir 


[a] - [6] = [ab]. 


Así, por ejemplo, sir = 9, [2][7] = [14] = [5], y [31[6] = [18] = [0]. Res- 
pecto a esta multiplicación —de la cual se deja al lector comprobar que está 
bien definida— Z,, no forma un grupo. Puesto que [0][a] = [0] para toda a, 
y el elemento unidad respecto a la multiplicación es [1], [0] no puede ser un 
inverso multiplicativo. Muy bien, ¿por qué no probar los elementos distintos 
de cero [a] + [0] como candidatos para formar un grupo respecto a este pro- 
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ducto? Nuevamente aquí no resulta si n no es primo. Por ejemplo, si n = 6, 
entonces [2] + [0], [3] + [0], pero [2][3] = [6] = [0], por consiguiente los 
elementos distintos de cero, en general, no proporcionan un grupo. 

Entonces preguntamos: ¿Se puede encontrar una porción apropiada de Z, 
que forme un grupo respecto a la multiplicación? La respuesta es si. Sea U, = 
([a] € Z,|(a, n) = 1}, en otras palabras, | [2] donde a es relativamente primo 
a n}. Por el corolario del Teorema 1.5.5, si (a, n) = 1 y (b, n) = 1, entonces 
(ab, n) = 1, de tal manera que [a][b] = [ab] da lugar a que si [a], [b] € Up, 
entonces [2b] € U,. Asi que U, es cerrado. La asociatividad se comprueba 
fácilmente, ya que se sigue de la asociatividad de los enteros respecto a la mul- 
tiplicación. El elemento unidad es fácil de encontrar, a saber [1). La multi- 
plicación es conmutativa en U,. 

Obsérvese que si [a][b] = [a][c] donde [e] E Un, entonces se tiene 
[ab] = [ac], y entonces [ab — ac] = [0]. Esto dice que nja(b — c} = ab — 
ac; pero a es relativamente primo a n. Por el Teorema 1.5.5 se debe tener que 
n|(b — c), y entonces [b] = [c]. En otras palabras, en U, existe la propiedad 
de cancelación. En virtud del Problema 2 de la Sección 2.2, U„ es un grupo. 

¿Cuál es el orden de U,? Por la definición de U,,, |€,| = número de en- 
teros 1 < m < n tales que (m, n} = 1. Este número surge a menudo y se le 
asigna un nombre. 


DEFINICIÓN. La función y de Euler, p(n), se define mediante p(1) = 
l y, paran > 1, p(n) = número de enteros positivos m que cumplan 
1 <s m < n tales que (m, n) = 1. 


Por consiguiente |U,| = (n). Sin = p, un primo, se tiene que p(p) = 
p— 1. Vemos que (8) = 4, ya que solamente 1, 3, 5, 7 son menores que 8 
y positivos y relativamente primos a 8. Consideramos otro más, p(15); los 
números 1 s m < 15 relativamente primos a 15 son 1, 2, 4, 7,8, 11, 13, 14, 
así que p(15) = 8. 

Examinemos algunos ejemplos de U,,. 


1. Us = {[1], [3], [5}, [7]). Obsérvese que [3][5] = [15] 
[25] = [1]. En realidad, U; es un grupo de orden 4 en el que e? 
a € Us. 


2. Us = {[1], [2], [4], [7], {8} [11], [13], (14]). Obsérvese que 
(11][13] = [143] = [8], (2]* = [1] y así sucesivamente. 
El lector debe verificar que &* = e = [1] para todo a € U,s. 


3. U = [[1], 12]. [4], [5], [7], [8]). Obsérvese que [2]' = [2], [2]? = 
[4), [27 = [8], (24 = [16] = [7], [2] = [32] = [5); además ([2]* = 
[2][2] = [2][5] = [10] = [1]. Así que las potencias de [2] proporcionan 
todos los elementos de Uy. Por consiguiente Uy es un grupo cíclico de orden 
6. ¿Qué otros elementos de Uy lo generan? 


[7], [5P = 
e para todo 


L L 
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Paralelamente ai Teorema 2.4.6 se tiene que 


TEOREMA 2.4.7. U, U, forma un grupo abeliano, respecto al producto 


[a][5] = [a, b], de “orden p(n), donde e(n) es la función y de Euler. 


Una consecuencia inmediata de los Teoremas 2.4.7 y 2.4.5 es un resultado 
famoso de la teoría de los números. 


TEOREMA 2.4.8 (DE EULER). Si a es un entero primo en relación con 


n, entonces 49 =1 mód n. 


DEMOSTRACIÓN. U, forma un grupo de orden p(n), así que por el Teorema 
2.4.5, g°™ = e para toda g € U,. Esto se traduce en [2%] = [a]""" = [1], 
que a su vez se traduce en n|(a*” — 1). Esto dice precisamente que a*” = 


(my. O 


A Fermat se debe un caso especial, en el que n = p es un primo. 


COROLARIO (DE FERMAT). Si p es primo a, entonces 
ar = ] (p). 


Para cualquier entero b, b” = bmódp. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que p(p) = p — 1, si (a, p) = 1, por el Teorema 
2.4.8 se tiene que a?! = 1(p), por consiguiente a! + a?! = a(p), de tal ma- 
nera que a” = a(p). Si p|b, entonces b= Op) y b’ = 0(p), de modo que 
b? = b(p). 


Leonhard Euler (1707-1785) fue probablemente el más grande científico que ha produ- 
cido Suiza. Fue el más prolífico de los matemáticos de todos los tiempos. 

Pierre Fermat (1601-1665) fue un gran teórico de los números, El Último Teorema 
de Fermat —que no es un teorema sino una conjetura— pregunta sia" + b" = c", 
siendo a, b, c, n enteros, tiene solamente la solución trivial en la cual a = 0 o bien 
b=00bienc=0 si n > 2. 


Una palabra final preventiva respecto al Teorema de Lagrange. Su recipro- 
co en general ro es verdadera. Es decir, si G es un grupo finito de orden n, en- 
tonces no es necesariamente cierto que para todo divisor m de n exista un sub- 
grupo de G de orden m. Un grupo con esta propiedad es realmente muy especial 
y su estructura se puede explicar bastante bien y en forma precisa. 


PROBLEMAS 2.4 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Verifíquese que la relación ~ es una relación de equivalencia en el conjunto 
S dado. 


2.4 


10. 
11. 


12. 
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(a) S = R, los números reales, a ~ b si a — b es racional. 

(b) S = C, los números complejos, a ~ b si la] = |b]. 

(c) S = conjunto de las rectas en el plano, a ~ b si a, b son paralelas. 

(d) S = conjunto de todas las personas, a ~ b si tienen el mismo color de 
ojos. 


1 


. La relación ~ en los números reales R definida por 4 ~ b si tanto a > b 


como b > a no es una relación de equivalencia. ¿Por qué no? ¿Cuáles pro- 
piedades de una relación de equivalencia satisface? 


. Si ~ es una relación en un conjunto S que satisface (1), a ~ b implica que 


b ~ ay(2)a ~ b, b ~ c implica que a ~ c; entonces estas propiedades 
parecen implicar que a ~ a. Ya que si a ~ b, entonces por (1), b ~ a, así 
que e ~ b, b — a, de esta manera por (2) a ~ a. Si este razonamiento es 
correcto, entonces la relación ~ debe ser una relación de equivalencia. El 
Problema 2 demuestra que no es así. ¿En qué está mal el razonamiento que 
se ha dado? 


. Sean $ un conjunto y (S,) subconjuntos no vacios tales que S = U,S, y 


Sa N Sg = Ø si a + 6. Defínase una relación de equivalencia en S de tal 
manera que los S, sean precisamente todas las clases de equivalencia. 


. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Defínase, paraa, b E G, a ~ b 


si a!b E H. Pruébese que esto define una relación de equivalencia en G 
y demuéstrese que [a] = aH = (ah|h € H}. Los conjuntos aH se llaman 
clases laterales derechas de H en G. 


¿Si G es % y H = {i, f}, donde f: S > S se define por f(x,) = X,, f(x) = 


Xy f(x3) = x,, enumérense todas las clases laterales izquierdas y derechas 
de H en G. 


. Relativo al Problema 6, ¿es toda clase lateral izquierda de H en G tam- 


bién una clase lateral derecha de H en G? 


. Si toda clase lateral izquieda de H en G es una clase lateral derecha de H 


en G, pruébese que aHa”! = H para todo a € G. 


. En Z¡5, escribanse cada una de las clases laterales del subgrupo H = 


1[0], [4], [8], [12]). (Puesto que la operación en Z, es +, exprésense las 
clases laterales como [a] + H.) (No es necesario distinguir entre clases late- 
rales derechas e izquierdas, ya que Z, es abeliano respecto a +.) 


Relativo al Problema 9, ¿a qué es igual ¿(4)? 


Demuéstrese que para cualquier grupo finito G, hay la misma cantidad de 
clases laterales izquierdas distintas que de clases laterales derechas de H en G. 


Si aH y hH son clases laterales derechas distintas de H en G, ¿son Ha y 
Hb clases laterales izquierdas distintas de H en G? Pruébese que esto es 
cierto o bien, dése un contraejemplo. 
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13, 
14. 
15, 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 


24. 


25. 


Hallar los órdenes de todos los elementos de Uig. ¿Es cíclico Uig? 
Hallar los órdenes de todos los elementos de Uw: ¿Es cíclico Ux? 


Si p es primo, demuéstrese que las únicas soluciones de x? = 1(p) son 
x=1(p)o bien x = —1(p). 

Si G es un grupo abeliano finito y q,, ..., e, son todos sus elementos, 
demuéstrese que x = 4,9, :** a, debe satisfacer x? = e. 


Si G es de orden impar, ¿qué se puede decir acerca del elemento x del Pro- 
blema 16? 


Aplicando los resultados de los Problemas 15 y 16, pruébese que si p es un 
número primo impar, entonces (p — 1)! = —1(p). (Éste se conoce como 
Teorema de Wilson.) Desde luego, también es cierto si p = 2. 


Hallar los conjugados de todos los elementos de CA 


Hallar la clase de conjugados del elemento 7, ¿ del grupo G en el Ejemplo 
4 de la Sección 2.1. Descríbase en términos de a y b. 


Sea G el grupo diédrico de orden 8 (véase el Ejemplo 10, Sección 2.1). 
Encuéntrense las clases de conjugados en G. 


Verifiquese el teorema de Euler para n = 14 y a = 3, y a= 5. 


Demuéstrese que en U, hay un elemento q tal que [a]? = [-1], esto es, un 
entero a tal que a? = —1(41). 


Si p es un número primo de la forma 4n + 3, demuéstrese que no se puede 
resolver 

x?=-1(p). 
[Sugerencia: Aplicar el teorema de Fermat que dice que *' = 1(p) si 
p (al 


Demuéstrese que los elementos distintos de cero en Z, forman un grupo res- 
pecto al producto [e] [b] = [ab] si y sólo si n es primo. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


26. 


27. 


Sean G un grupo, A un subgrupo de G y $ el conjunto de todas las clases 
laterales izquierdas de H en G, T el conjunto de todas las clases laterales 
derechas de H en G. Pruébese que hay una aplicación inyectiva de $ 
sobre T. (Nota: La aplicación obvia que se viene a la mente, la cual envía 
Ha hacia aH, no es la correcta. Véanse los Problemas 5 y 12.) 


Si aH = bH obliga a que Ha = Hb en G, demuéstrese que aHa—!' = H 
para todo a € G. 
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28. Si G es un grupo cíclico de orden n, demuéstrese que hay (7) generadores 
de G. Señalar explicitamente sus formas. 


29. Si en un grupo G, aba? = b', demuéstrese que a'ba™ = b” para todo 
entero positivo r. 


30. Si en G af = e y aba = b?, hallar o(b) si b+ e. 


31.Sio(a) = m y a* = e, pruébese que m!s. 


j 


32. Sean G un grupo finito y H un subgrupo de G. Sea f(a) el mínimo posi- 
tivo m tal que a” E H. Pruébese que f(a)|o(a). 


33. Si } + f E A(S) es tal que f” = e, p primo, y si para cierto s E S, f'(s) = 
s para algún 1 < j < p, demuéstrese que f(s) = s. 


34. Si f € A(S) tiene orden p primo, demuéstrese que para todo s € S la órbita 
de s respecto a f tiene uno o p elementos. [Recuérdese que la órbita de s 
respecto a f es (f(s)| j cualquier entero).] 


35. Si f E€ A(S) tiene orden p primo y si $ es un conjunto finito que consta de 
n elementos, donde (+, p) = 1, demostrar que f(s) = s para algún s € $. 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


36. Sia > 1 es un entero, demuéstrese que 2|p(a” — 1), donde y es la función 
y de Euler. [Sugerencia: Considérense los enteros mód (a” — 1).] 


37. En un grupo cíclico de orden », demuéstrese que para cada entero m que 
divida a n (incluyendo m = 1 y m = n) hay p(m) elementos de orden m. 


38. Aplicando el resultado del Problema 37, demuéstrese que n = E, p(m). 


39. Sea G un grupo abeliano finito de orden n para el cual el número de solu- 
ciones de x” = e es a lo sumo mm para cualquier m que divida a n. Pruébese 
que G debe ser cíclico. [Sugerencia: Sea y (m) el número de elementos de 
G de orden m. Demuéstrese que y(m) < g(m) y aplique el Problema 38.] 


40. Aplicando el resultado del Problema 39, demuéstrese que U, es cíclico, si 
pes primo. (Este es un resultado famoso en la teoría de los números; afirma 
la existencia de una raíz primitiva mód p.) 


41. Aplicando el resultado del Problema 40, demuéstrese que si p es un primo 
de la forma p = 4n + 1, entonces se puede resolver x? = —1(p) (siendo x 
un entero). 


42. Aplicando el teorema de Wilson (véase el Problema 28), demuéstrese que 
si p es un primo de la forma p = 4n + 1 y si 





pa agys AA sz pl r 
2 2 


66 


CAPÍTULO 2 + GRUPOS 


entonces y? = —1(p). (Esto proporciona otra demostración del resultado 
del Problema 41.) 


43. Sea G un grupo abeliano de orden n, ai, ..., q, sus elementos. Sea x = 


2, a2 *** G,. Demuéstrese que: 
(a) Si G tiene exactamente un elemento b + e tal que b? = e, entonces 
x=b 


(b) Si G tiene más de un elemento b + e tal que b? = e, entonces x = e. 
(e) Si n es impar, entonces x = e (véase el Problema 16). 


2.5 HOMOMORFISMOS Y SUBGRUPOS NORMALES 


En cierto sentido el tema de la teoria de grupos es elaborado a partir de tres 
conceptos básicos: el de homomorfismo, el de subgrupo normal y el de grupo 
o factor cociente de un grupo por un subgrupo normal. En esta sección hablamos 
de los dos primeros y en la Sección 2.6 del tercero. 

De inmediato presentamos el primero de ellos. 


G’ es un homomorfismo si glab) = pla)otb) para todo a, b E€ G. 
(Nota: Esta œ no tiene qué ver con la función y de Euler.) 


En esta definición el producto ubicado en el lado izquierdo —en p(ab)— 
es el de G, mientras que el producto y(a)p(b) es el de G’. Una descripción breve 
de un homomorfismo es que preserva la operación de G. No se requiere que 
€ sea suprayectivo; si lo es, lo diremos. Antes de investigar algunos hechos 
respecto a los homomorfismos, presentamos algunos ejemplos. 


EJEMPLOS 


1. Sea G el grupo de los reales positivos respecto a la multiplicación de los 
reales y G’ el grupo de los reales respecto a la adición. Sea y: G > G’ definida 
par p(x) = log x para x € G. Puesto que logjp(xy) = logjpx + log ¡0 y, se tie- 
ne que p(xy) = p(x) + (y), de modo que y es un homomorfismo. Sucede 
además que es suprayectivo e inyectivo. 


2. Sea G un grupo abeliano y y: G > G' definida por pfa) = a?. Puesto 
que glab) = (abf = ab? = plale(b), p es un homomorfismo de G en sí 
mismo. No es necesariamente suprayectivo; el lector debe comprobar que en 
U, (véase la Sección 2.4) a? = e para todo a € Ug, de modo que (p(a)) = (e). 


3. El ejemplo de U, anterior sugiere el llamado homomorfismo trivial. 
Sean G y G' grupos cualesquiera; defínase g(x) = e”, el elemento unidad de 
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G', para todo x E G. Trivialmente, y es un homomorfismo de G en G'. Desde 
luego, no es muy interesante. 

Otro homomorfismo siempre presente es la aplicación identidad ¿ de cual- 
quier grupo G en sí mismo. Puesto que ¿(x) = x para todo x E G, evidente- 
mente (xy) = xy = ¿(x)i(). La aplicación ¡es inyectiva y suprayectiva, pero, 
de nuevo, no es muy interesante como homomorfismo. 


4. Sea G el grupo de los enteros respecto a + y G’ = (1, —1) el subgrupo 
de los reales respecto a la multiplicación. Defínase p(m) = 1 si mes par, p(m) = 
—1 si m es impar. La afirmación de que y es un homomorfismo es simplemente 
un replanteamiento de: 


par + par = par, par + impar = impar, impar + impar = par. 


5. Sean G el grupo de los números complejos distintos de cero respecto a 
la multiplicación y G’ el grupo de los reales positivos respecto a la multiplicación. 
Sea y: G > G' definida por p(a) = |a|; entonces p(ab) = |ab| = |a| |b| = 
elaJe(b), asi que p es un homomorfismo de G en G’. En realidad y es supra- 
yectivo. 


6. Sean G el grupo del Ejemplo 6 de la Sección 2.1 y G’ el grupo de los 
reales distintos de cero respecto a la multiplicación. Defínase y: G > G’ por 
(To) = a. Que y es un homomorfismo se deriva de la regla del producto en 
G, a saber TorToa = Tacadro 


7. Sean G = Z el grupo de los enteros respecto a + y G’ = Z,„. Defínase 
e: G > Z, por p(m) = [m]. Puesto que la adición en Z, se define por [m] + 
[r] = [m + r}, vemos que p(m + r) = (m) + g(r), así que p es efectiva- 
mente un homomorfismo de Z sobre Z,„. 


$. La siguiente construcción general da lugar a un teorema muy conocido. 
Sean G cualquier grupo y A(G) el conjunto de todas las aplicaciones inyectivas 
de G sobre sí mismo -—aquí se está considerando a G simplemente como un con- 
junto, olvidando su multiplicación. Defínase T,: G > G por T(x) = ax para 
todo x E G. ¿A qué es igual el producto, T,T,, de T, y T, como aplicaciones 
en G? Bien, 


(TT) = Ta(Tox) = Tbx) = albx) = (abjx = Tax) 
(se aplicó la ley asociativa). De esta manera se ve que 7,7, = Tas 


Defínase la aplicación y: G > A(G} por ela) = T,, para a € G. La regla 
del producto para las T se traduce en p(ab) = Ta = TT, = elaJe(b), así 
que y es un homomorfismo de G en A (G). Afirmamos que y es inyectiva; su- 
póngase que p(a) = (b), esto es, T, = Tp Por lo tanto, a = Te) = 
Tie) = b, de modo que e es efectivamente inyectiva. En general no es supra- 
yectiva; por ejemplo, si G tiene orden n > 2, entonces A(G) tiene orden n!, 
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y puesto que 2! > n, no existe la posibilidad de que y sea suprayectiva. Es fácil 
verificar que la imagen de ø, y(G) = {T,la € G}, es un subgrupo de A(G). 

El hecho de que y es inyectiva sugiere que tal vez los homomorfismos inyec- 
tivos desempeñan un papel especial. Los distinguimos en la 


DEFINICIÓN. El homomorfismo y: G > G' se llama monomorfismo 
si p es inyectiva. Un monomorfismo suprayectivo se llama isomorfismo. 


Una definición más. 


DEFINICIÓN. Se dice que dos grupos G y G’ son isomorfos si existe 
un monomorfismo de G sobre G’. 
Denotaremos que G y G’ son isomorfos escribiendo G = G’. 


Esta definición aparenta ser asimétrica, pero en realidad no lo es, ya que 
si existe un isomorfismo de G sobre G’, existe uno de G ' sobre G (véase el Pro- 
blema 2). 

Posteriormente hablaremos más a fondo de lo que significa que dos grupos 
son isomorfos. Ahora sólo resumimos lo que se hizo en el Ejemplo 8. 


TEOREMA 2.5.1 (DE CAYLEY). Todo grupo G es isomorfo a algún 
subgrupo de A(S), para un S apropiado. 


El S apropiado que se utilizó fue el mismo G. Pero puede haber mejores 
elecciones. En los problemas que siguen se verán algunas. 

Cuando G es finito, el teorema de Cayley se formula normalmente como 
sigue: 


Un grupo finito se puede representar como un grupo de permutaciones. 


Arthur Cayley (1821-1895) fue un matemático inglés que trabajó en la teoría matricial, 
teoría de invariantes y muchas otras partes del álgebra. 


Continuamos con más ejemplos. 


9. Sea G cualquier grupo, a € G fijo en la discusión. Defínase y: G > 
G por (x) = a—'xa para todo x € G. Afirmamos que y es un isomorfismo 
de G sobre sí mismo. Primero, 


elxy) = a Uxy)a = a`'xa - a™'ya = yix) ), 


de modo que ¢ es por lo menos un homomorfismo de G en sí mismo. Es inyec- 
tivo, ya que si p(x) = (7), entonces a7™'xa = a™'ya, así que por la cancela- 
ción en G se obtiene x = y. Finalmente, pg es suprayectivo, en virtud de que 
x = a™'(axa7'ja = plaxa”*) para cualquier x € G, 
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Aquí ẹ se llama automorfismo interno de G inducido por a. El concepto 
de automorfismo y algunas de sus propiedades surgirán en los problemas. 
Un ejemplo final: 


10. Sean G el grupo de los reales respecto a + y G ' el grupo de los números 
complejos distintos de cero respecto a la multiplicación. Defínase y: G > G’ por 


Ax) = cosx + ¿senx. 


Vimos que (cosx + Fsenx)(cos y + ¡sen y») = cos(x + y») + ¿sen(x + y), por 
consiguiente p(x)p(y) = p(x + y) y p es un homomorfismo de G en G’. p 
no es inyectivo porque, por ejemplo, ¢(0) = (27) = 1, ni tampoco e es su- 
prayectivo. 


Ahora que ya tenemos algunos ejemplos a la mano, empezamos una pequeña 
investigación de los homomorfismos. Comenzaremos con 


LEMA 2.5.2. Si p es un homomorfismo de G en Gʻ, entonces: 
(a) p(e) = e”, el elemento unidad de G’. 
(b) g(a ™') = play” para todo a € G. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que x = xe, p(x) = p(xe) = p(x)e(e); por la can- 
celación en G’ se obtiene p(e) = e'. Además, (aa!) = (e) = e”, por con- 
siguiente e” = p(aa”!) = paleta). 


Definamos la imagen de p, que es «(G), como p(G) = [p(a)|a E G}. Se 
deja al lector la demostración del 


LEMA 2.5.3. Si y es un homomorfismo de G en G”, entonces la imagen 
de y es un subgrupo de G”. 


Escogimos ciertos homomorfismos que fueron llamados monomorfismos. 
Su propiedad es que son inyectivos. Hace falta saber qué tan distante se encuentra 
un homomorfismo dado de ser un monomorfismo. Esto sugiere la 


DEFINICIÓN. Si y es un homomorfismo de G en G’, entonces el 
kernel o núcleo de p, K (p), se define por K(p) = {a € Gjyla) = e”). 


K(«p) mide la falta de inyectividad en un punto, e”. Afirmamos que esta 
falta es bastante uniforme. ¿A qué es igual W = {x E Gle(x) = w'} para un 
w' € G' dado? Evidentemente, si k € K(p) y y(x) = w', entonces p(xk) = 
eLOpKk) = elaJe” = w', de modo que xk € W. Además, si p(x) = 
ely) = w’, entonces p(x) = (y), por consiguiente p(y)! = e'; 
pero p(x)! = (x7!) por el Lema 2.5.2, por lo tanto e” = p(y)ex"* = 
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ANaAxT) = eya), de donde yx? E K(p) y entonces y E K(p)x. Así que 
la imagen inversa de cualquier elemento w'en p(G).C G’ es el conjunto K (p)x, 
donde x es cualquier elemento de G tal que y(x) = 

Expresamos lo anterior como 


LEMA 2.5.4. Si w'E G' es de la forma g(x) = w’, entonces 
[y E Gle) = w} = Kip). 


Estudiaremos ahora algunas propiedades básicas de los núcleos de homo- 
morfismos. 


TEOREMA 2.5.5. Si y es un homomorfismo de G en G”, entonces 
(a) K (gp) es un subgrupo de G. 
(b) Dado a E G, a” 'K(p)a C K(p). 


DEMOSTRACIÓN. Aunque esto es muy importante, su demostración es fácil. 
Si a, bE K(p), entonces p(a) = (b) = e”, por consiguiente p(ab) = 
el(aje(b) = e”, de donde ab E K (p); así que K (p) es cerrado respecto al pro- 
ducto. Además, g(a) = e” implica que p(a”?) = play”? = e”, y entonces 
a”! E K(ẹ). Por lo tanto, K (¢) es un subgrupo de G. Sik € K(p) ya EG, 
entonces p(k) = e”; por consiguiente, g(a ka) = pega“ )elkjela) = 
pa de pla) = pla pla) = pala) = ple) = e”. Esto dice que a7'ka E 
K(p), por lo tanto a”'K(p)a C K(p). El teorema está ahora completamente 
demostrado. 


COROLARIO. Si y es un homomorfismo de G en G’, entonces y es 
un monomorfismo si y sólo si K(p) = (e). 


DEMOSTRACIÓN. Este resultado es en realidad un corolario del Lema 2.5.4. 
Se dejan al lector los pocos detalles. O 


La propiedad (b) de K(p) contenida en el Teorema 2.5.5, es una de las in- 
teresantes y básicas de las que un subgrupo puede gozar. En varias ocasiones 
hemos encontrado esta propiedad, tanto en el material del texto como en pro- 
blemas anteriores. La empleamos para definir la más importante clase de sub- 
grupos de un grupo. 


DEFINICIÓN. Se dice que un subgrupo N de G es un subgrupo normal 
de G sia Na C N para todo a € G. 


Desde luego, K (¢), para cualquier homomorfismo, es un subgrupo normal 
de G. Como veremos en la siguiente sección, todo subgrupo normal de G es 
núcleo de algún homomorfismo apropiado de G en un grupo apropiado G’. 
De esta manera se demostrará que en cierto sentido los conceptos de homomor- 
fismo y subgrupos normales son equivalentes. 
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Es oportuno hablar ahora de la importancia de un ““isomorfismo””. Sea y 
un isomorfismo de G sobre G’. Se puede considerar que G' es otra denomi- 
nación de G, que utiliza el nombre y(x) para el elemento x. ¿Es consistente esta 
denominación con la estructura de G como grupo? Esto es, si x se denomina 
e(x), y se denomina p(y), ¿cómo se denomina xy? Puesto que p(x)wo(y) = 
H(xy), vemos que xy se denomina g(x)p(y), asi que esta nueva denominación 
de los elementos es consistente con el producto de G. De esta manera, dos grupos 
que son isomorfos —aunque no sean necesariamente igualés— son iguales en 
cierto sentido, como se acaba de describir. A menudo es deseable poder identi- 
ficar un grupo dado como isomorfo a algún grupo concreto conocido. 

Aunque se definió un subgrupo normal vía a” 'Na C N, en realidad se 
tiene a Na = N. Ya que si a ¡Na C N para todo a € G, entonces N = 
ela ¡Naja”! C aNa”! = (a iy Na” C N. Así que N = aNa”! para todo 
a € G. Transponiendo se tiene Na = aN; esto es, toda clase lateral iz- 
quierda de N en G es una clase lateral derecha de N en G. 

Por otra parte, si toda clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral 
derecha, dado a € G, entonces Na = bN para algún b € G. Pero a € Na, de 
modo que a € bN, por consiguiente aN C (bNIN = b(NN) C LHN(NN CN, 
puesto que N es cerrado). De esta manera aN C bN = Na, y entonces 
aNa™! C N, que significa que N es normal en G. 

Expresamos '“N es un subgrupo normal de G”' mediante el símbolo abre- 
viado N a G. 

Obsérvese que a~! Na = N no significa que ana = n para todo n € N. 
No, sino simplemente que el conjunto de todos los a—'na es igual al conjunto 
de todos los n. 

Se ha probado el 


TEOREMA 2.5.6. N a G si y sólo si toda clase lateral izquierda de 


A e a 


N en G es una clase lateral derecha de N en G. 


Antes de seguir adelante, hacemos una pausa para considerar algunos 
ejemplos de núcleos de homomorfismos y de subgrupos normales. 


EJEMPLOS 


1. Si G es abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal, ya que 
arixa = x para todo a, x € G. Lo recíproco de esto no es cierto. Existen 
grupos no abelianos en los cuales todo subgrupo es normal. Vea el lector si puede 
encontrar uno de tales ejemplos de orden 8. Dichos grupos no abelianos se llaman 
hamiltonianos, en honor del matemático irlandés W. R. Hamilton (1805-1865). 
El grupo de orden 8 requerido se puede encontrar en los cuaternios de Hamilton 
(para aquellos que están familiarizados con ellos). 
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En el Ejemplo 1, p(x) = logiox y K(w) = (xllogjpx = 0) = {1}. En el 
Ejemplo 2, donde G es abeliano y p(x) = x?, . 


Kly) = lx € Glx? = e). 


El núcleo del homomorfismo trivial del Ejemplo 3 es todo G. En el Ejemplo 
4, K(p) es el conjunto de los enteros pares. En el Ejemplo $, K(p) = 
la E C'| |a| = 1), el «cual se puede identificar, a partir de la forma polar de 
un número complejo, como K(p) = {cosx + ¡sen x|x real). En el Ejemplo 
6, K(p) = {Tp E G|b real). En el Ejemplo 7, K (¢) es el conjunto de todos 
los múltiplos de n. En los Ejemplos 8 y 9, los núcleos consisten sólo de e, 
ya que las aplicaciones son monomorfismos. En el Ejemplo 10, vemos que 
K(p) = (21m|m es cualquier entero). 

Desde luego, todos los núcleos anteriores son subgrupos normales de sus 
grupos respectivos. Debemos considerar algunos subgrupos normales, intrinse- 
camente en G mismo, sin recurrir a los núcleos de homomorfismos. Regresamos 
a los ejemplos de la Sección 2.1. 


1. En el Ejemplo 7, H = (T,, € G|a racional). Si T,, € G, se deja al lector 
verificar que T¿¿HT, , C H y por lo tanto H < G. 


2. En el Ejemplo 9 el subgrupo (i, g, %, g} < G. También aquí se deja al 
lector la verificación. 


3. En el Ejemplo 10 el subgrupo H = (¿,h, k?, ..., A"! es normal en G. 
También se le deja al lector. 


4. Si G es cualquier grupo, Z(G), el centro de G es un subgrupo normal de 
G (véase el Ejemplo 11 de la Sección 2.3). 


5, Sea G = Sy; G consta de los elementos ¿, f, g, 2°, Jg y gf, donde f(x,) = 
Xy LX) = Xp JO) = X3 Y g(x) = Xn 800) = X, 8(%3) = x. Afir- 
mamos que el subgrupo N = {i, g, g*) < S, Como vimos anterior- 
mente (o se puede calcular ahora), fgf7!* = g? = g?, ff! = e. 
(DEWEY = fee 'f—' = fgf! = g, y así sucesivamente. De esta 
manera resulta que N <4 $. 


El contenido de esta sección ha sido una dieta bastante abundante. Pudiera 
no parecer así, pero las ideas expuestas, aunque sencillas, son completamente 
sutiles. Se recomienda al lector que asimile los conceptos y los resultados per- 
fectamente antes de seguir adelante. Una manera de ver qué tan completa es 
tal asimilación consiste en atacar muchos de los problemas de la lista casi in- 
finita que sigue. El contenido de la próxima sección es aún más abundante y 
difícil de asimilar. Evitese el lector una indigestión matemática posterior asimi- 
lando bien esta sección. 
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PROBLEMAS 2.5 


. En cada uno de los incisos siguientes determinese si la aplicación dada es 


un homomorfismo. Si es asi, identifíquese su núcleo y si la aplicación 

es o no inyectiva o suprayectiva. 

(a) G = Z respecto a +,G' = Za, pla) = [a] para a E Z. 

(b) G es un grupo, y: G > G definida por p(a) = a? para a € G. 

(c) G es un grupo abeliano, y: G > G definida por p(a) = a? para 
aeG. 

(d) G es el grupo de los números reales distintos de cero respecto a la multi- 
plicación, G’ = (1, —1}, p(r) = 1 sir es positivo, p(r) = —1 si r es 
negativo. 

(e) G es un grupo abeliano, n > 1 un entero fijo y y: G > G definida por 
ela) = a” para e EG. 


Recuérdese que G = G' significa que G es isomorfo a G’. Pruébese que 
para cualesquiera grupos Gi, Gan, Gy: 

(a) Gi = G.. 

(b) G, = G, implica que G, = G.. 

(© G; G»,, G; = G, implica que G, = G}. 


RRI 


. Sean G cualquier grupo y A(G) el conjunto de todas las aplicaciones in- 


yectivas de G, como conjunto, sobre sí mismo. Defínase L,: G > G por 

Lx) = xa7!. Pruébese que: 

(a) La E A(G). 

(b) LaLa = Las 

(c) La aplicación y: G > A(G) definida por Y42) = L, es un monomor- 
fismo de G en A(G). 


. Relativo al Problema 3 pruébese que para todo a, b E€ G, TL, = Lfe 


donde T, está definida como en el Ejemplo 3. 


. Relativo al Problema 4, demuéstrese que si VE A(G) es tal que 7,V = 


VT, para todo q € G, entonces V = L, para algún bh € G. (Sugerencia: Ac- 
tuando sobre e € G, averigúese a qué debe ser igual b.) 


. Pruébese que si p: G > G’ es un homomorfismo, entonces p(G), la imagen 


de G, es un subgrupo de G’. 


. Demuéstrese que y: G > G’, donde y es un homomorfismo, es un mono- 


morfismo si y sólo si K(p) = (e). 


. Encontrar un isomorfismo de G, el grupo de los números reales respecto 


a +,sobre G', el grupo de los números reales positivos respecto a la multi- 
plicación. - 


. Verifíquese que si G es el grupo del Ejemplo 6 de la Sección 2.1 y H = 


{Tao E Gla racional), entonces H < G. 
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10. Verifíquese que en el Ejemplo 9 de la Sección 2.1, el grupo diédrico de orden 
8, el conjunto H = {i, g, 8°, g*) es un subgrupo normal de G. 


11. Verifíquese que en el Ejemplo 10 de la Sección 2.1, el subgrupo H = 
li, h, k’, ..., kh!) es normal en G. 


12. Pruébese que si Z(G) es el centro de G, entonces Z(G) < G. 


13. Si G es un grupo abeliano finito de orden n y p: G > G se define por p(2) = 
a” para todo a E G, encuéntrese una condición necesaria y suficiente para 
que e sea un isomorfismo de G sobre sí mismo. 


14. Si G es abeliano y y: G — G’ es un homomorfismo de G sobre G ', demostrar 
que G’ es abeliano. 


15. Si G es cualquier grupo, N < G y py: G > G'un homomorfismo de G sobre 
G’, pruébese que la imagen (N) de N es un subgrupo normal de G’. 


16.SiN a Gy M < Gy MN = {mn|m € M, n € N}, demostrar que MN 
es un subgrupo de G y que MN < G. 


17.Si M < G, N < G, pruébese que MN N a G, 
18. Si H es cualquier subgrupo de G y N = Deca ~Ha, pruébese que N < G. 


19. Si H es un subgrupo de G, sea N(H) definida por la relación N(H) = 
la € Gla”'Ha = H}. Pruébese que: 
(a) N(H) es un subgrupo de G, N(H) > H. 
(b) H <a NU). 
(c) Si K es un subgrupo de G tal que H <4 K, entonces K C N(H). [De 
modo que N(H) es el subgrupo más grande de G en el cual H es normal.] 


20.Si¡M<G,N<G yMNN = (e), demuéstrese que para mE M, n€ 
N, mn = nm. 


21. Sean $ cualquier conjunto que consta de más de dos elementos y A (5) el 
conjunto de todas las aplicaciones inyectivas de S sobre sí mismo. Si s € 
S, definimos H(s) = {f E A(S)|f(s) = s}. Pruébese que H(s) no puede 
ser un subgrupo normal de A(5). 


22. Sean G = S;, el grupo simétrico de grado 3 y H = (i, f}, donde f(x,) = 
Xn JOa) = Xn f) = X. 
(a) Enumérense todas las clases laterales izquierdas de H en G. 
(b) Enumérense todas las clases laterales derechas de H en G. 
(e) ¿Es toda clase lateral izquierda de H una clase lateral derecha de H? 


23. Sea G un grupo tal que todos los subgrupos de G son normales en G. Si 
a, b € G, pruébese que ba = a'b-para algún j. 


24. Si Gi, G, son dos grupos, sea G = G; X Gh, el producto cartesiano de 
G, G [esto es, G es el conjunto de todos los pares ordenados (a, b) donde 
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25. 


a€ G, b€ G). Defínase un producto en G por (a, biXaz, b,) = 

(a,G,, b,,b,). . 

(a) Pruébese que G es un grupo. 

(b) Demostrar que hay un monomorfismo «q, de G, en G tal que £,(G;) < 
G, dado por g(a) = (a4,, e,), donde e, es el elemento unidad de G,. 
el elemento unidad de G,. 

(c) Hágase la parte (b) también para G3. 

(d) Utilizando las aplicaciones ø, pz de las partes (b) y (c), pruébese 
que yG eA G:) = G y que gG) O p.(G,) es el elemento iden- 
tidad de G. 

(e) Pruébese que G, x Gi = G, X G). 


Sean G un grupo y W = G x G como se definió en el Problema 24. Prué- 

bese que: 

(a) La aplicación y: G > W definida por p(a) = (a, a) es un monomor- 
fismo de G en W. 

(b) La imagen y(G) en W [esto es, [(a, ajja E G}) es normal en W si y 
sólo si G es abeliano. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


26. 


27. 
28. 


Si G es un grupo y a € G, defínase o,: G > G por ag) = aga”!; en el 
Ejemplo 9 de esta sección vimos que g, es un isomorfismo de G sobre sí 
mismo, así que o, € A (G), el grupo de todas las aplicaciones inyectivas de 
G (como conjunto) sobre sí mismo. Definase y: G > A(G) por y(a) = a, 
para todo a € G. Pruébese que: 

(a) y es un homomorfismo de G en A(G). 

(b) K(4) = Z(G), el centro de G. 


Entenderemos por automorfismo del grupo G a un isomorfismo de G sobre 
sí mismo. 


Si 0 es un automorfismo de G y N < G, pruébese que 8(N) < G. 


Sean 0, y automorfismos de G y 6 y el producto de f y y como aplicaciones 
en G. Pruébese que 64 es un automorfismo de G y que 67? es un automor- 
fismo de G, por lo tanto el conjunto de todos los automorfismos de G.es 
en sí mismo un grupo. 


. Un subgrupo T de un grupo W se llama característico si AT) C T para 


todos los automorfismos p de W. Pruébese que: 

(a) M característico en G implica que M < G. 

(b) M, N característicos en G implica que MN es característico en G. 

(c) Un subgrupo normal de un grupo no es necesariamente característico. 
(Esto es bastante difícil; se debe encontrar un ejemplo de un grupo G 
y un subgrupo normal no característico.) 
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30. Supóngase que |G] = pm, donde p + m y p es primo. Si H es un subgrupo 
normal de orden P en G, pruébese que A es característico. 


31. Supóngase que G es un grupo abeliano de orden p*m donde p ł m es 
primo. Si H es un subgrupo de G de orden p”, pruébese que H es un sub- 
grupo característico de G. 


32. Resolver el Problema 31 incluso si G no es abeliano, si se sabe que por una 
u otra razón H <a G. 


33. Supóngase que N <4 Gy M C Nes un subgrupo característico de N. Pruébese 
que M < G. (No es cierto que si M < Ny N <4 G, entonces M deba ser 
normal en G. Véase el Problema $0.) 


34. Sea G un grupo y (G) el grupo de todos los automorfismos de G. (Véase 
el Problema 28.) Sea Z(G) = {ola € G}, donde o, es como se define 
en el Problema 26. Pruébese que (G) < AG}. 


35. Demuéstrese que Z(G), el centro de G, es un subgrupo característico de G. 
36. Si N < G y H es un subgrupo de G, demuéstrese que HON <a H. 


PROBLEMAS DIFICILES 
37. Si G es un grupo no abeliano de orden 6, pruébese que G = S,. 


38. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Sea S = (Hala E G} el conjunto 

de todas las clases laterales izquierdas de H en G. Defínase, para b E G, 

T,: S > S por THa) = Hab”, 

(a) Pruébese que 7,7, = T,, para todo b, c € G [por lo tanto, la aplica- 
ción Y: G > A(S) definida por 4(b) = T, es un homomorfismo). 

(b) Descríbase K (y), el núcleo de y: G > A(S). 

(c) Demuéstrese que K (y) es el subgrupo normal más grande de G contenido 
en H [en el sentido de que si N < G y N C H, entonces N C K(y)]. 


39. Aplicar el resultado del Problema 38 para resolver de nuevo el Problema 37. 


Recuérdese que si A es un subgrupo de G, entonces el indice de H en G, 
¡¿(H), es el número de clases laterales izquierdas distintas de H en G (si este 
número es finito). 


40. Si G es un grupo finito y Fun subgrupo de G tal que n 4 ¿¿(H)! don- 
de n = |G|, pruébese que existe un subgrupo normal N 4 (e) de G con- 
tenido en H. 


41. Suponer que se sabe que un grupo G de orden 21 contiene un elemento 
a de orden 7. Pruébese que A = (a), el subgrupo generado por a, es normal 
en G. (Sugerencia: Aplicar el resultado del Problema 40.) 


42. Suponer que se sabe que un grupo G de orden 36 tiene un subgrupo H 
de orden 9. Pruébese que H a Go bien existe un subgrupo N a G, NC 
Hy|N]| = 3. 
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43. Pruébese que un grupo de orden 9 debe ser abeliano. 


44. Pruébese que un grupo de orden p?, p primo, tiene un subgrupo normal de 
orden p. 


45. Aplicando el resultado del Problema 44, demostrar que un grupo de orden 
p?, p primo, debe ser abeliano. 


46. Sea G un grupo de orden 15; demuéstrese que existe un elemento a + e en 
G tal que g? = e y un elemento b + e tal que b = e. 


47. Relativo al Problema 46, demuéstrese que ambos subgrupos A = (e, a, a?) 
y B = (e, b, b?, b’, b*) son normales en G. 


48. A partir del resultado del Problema 47, demostrar que cualquier grupo 
de orden 15 es cíclico. 


PROBLEMAS MUY DIFÍCILES 


49. Sean G un grupo y H un subgrupo de G tal que ¡¿(H) es finito. Probar 
que existe un subgrupo N C H, N < G tal que ¡¿(N) es finito. 


50. Constrúyase un grupo G tal que G tenga un subgrupo normal N y N tenga 
un subgrupo normal M (esto es, N < G, M 4 N) y que sin embargo M 
no sea normal en G. 


51, Sean G un grupo finito y ẹ un automorfismo de G tal que y? es el auto- 
morfismo identidad de G. Supóngase que p(x) = x implica que x = e. 
Probar que G es abeliano y (a) = a”? para todo a E G. 


52, Sean G un grupo finito y y un automorfismo de G tal que y(x} = x~’ para 
más de los tres cuartos de los elementos de G. Probar que (y) = 
y para todo y € G y en consecuencia G es abeliano. 





2.6 GRUPOS FACTORES 





Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. En la demostración del teo- 
rema de Lagrange utilizamos, para un subgrupo arbitrario H, las relaciones 
de equivalencia a ~ b si ab”? € H. Consideremos esto cuando N es normal 
y veamos si se puede decir algo más de lo que se podría para cualquier subgrupo 
mayor sencillamente. 

Así que sea a ~ b si ab™' E N y sea [a] = {x € Glx ~ a). Como vimos 
anteriormente, [a] = Na, la clase lateral izquierda de N en G que contiene a 
a. Recuérdese que al estudiar Z, se definió en él una operación + mediante 
[a] + [6] = [a + b]. ¿Por qué no intentar algo semejante para un grupo ar- 
bitrario G y un subgrupo normal N de G? 
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De modo que sea M = [[a]!a € G}, donde [a] = {x E G|xa™' EN] = 
Na. Definimos un producto en M mediante [e] [b] =. [ab]. Pronto demostra- 
remos que M es un grupo respecto a este producto. Pero primero que nada de- 
bemos demostrar que este producto en M está bien definido. En otras palabras, 
que si [a] = [a”] y [5] = [F], entonces [ab] = [a'b], ya que esto demos- 
traria que [e][5] = [ab] = [a'b'] = [a*][6'"); en forma equivalente, que este 
producto de clases no depende de los representativos particulares que se utilicen 
para las clases. 

Por lo tanto supongamos que [a] = [a] y [b] = [5”]. De la definición 
de equivalencia dada se tiene que a” = na, donde n E N. De manera semejante, 
b = mb, donde m E N. Asi que a'b = namb = n(ama”')ab; puesto que 
N < G, ama™' está en N, por consiguiente n(ama—!) también está en N. De 
modo que si nı = n(ama”!), entonces n; E N y a'b' = nab. Pero esto dice 
que a'b' E Nab, así que a'b’ ~ ab, de lo cual se tiene que [a'b'] = [ab], que 
es exactamente lo que se requiere para asegurar que el producto de M está bien 
definido. 

De esta manera M está dotado ahora de un producto bien definido [a] [b] = 
[ab]. En seguida se verifican los axiomas de grupo para M. La cerradura se ob- 
tiene a partir de la propia definición de este producto. Si [a], [b] y [c] están 
en M, entonces [a1((5][c)) = [a][bc] = [etbe)] = [(ab)e] (ya que el pro- 
ducto de G es asociativo) = [ab][c] = ([a][5])[c]. Por lo tanto, se ha esta- 
blecido la ley asociativa para el producto de M. Respecto al elemento unidad, 
¿por qué no considerar la elección obvia de [e]? Se ve inmediatamente que 
[a][e] = [ae] = [a) y fella] = [ea] = [a], así que [e] actúa como elemento 
unidad de M. Finalmente, ¿qué se puede decir de los inversos? Aqui también 
la elección obvia es la correcta. Si a € G, entonces [e] [e71] = [aa] = [e], 
por consiguiente [27] actúa como el inverso de [a] relativo al producto que 
se ha definido en M. 

Sería bueno darle un nombre a M y, todavía mejor, un símbolo que indique 
su dependencia de G y N. El símbolo que se emplea para M es G/N (léase “G 
sobre N o G mód N”) y G/N se denomina grupo factor o grupo cociente de 
G por N. 

Lo que se ha demostrado es el muy importante 


TEOREMA 2.6.1. SiN <4 Gy 
€ = (la]la € G} = (Naja € G}, 
N 
entonces G/N es un grupo relativo a la operación [a][b] = [ab]. 


Se debe hacer inmediatamente una O ión a saber 


TEOREMA 2.6.2. SiN < G, entonces existe un homomorfismo y de 
G sobre G/N tal que K (y), el núcleo de y, es N. 
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DEMOSTRACIÓN. La aplicación más natural de G a G/N es la que sirve para 
el caso. Definase y: G > G/N por y(a) = [a]. El producto definido en G/N 
hace de Y un homomorfismo, ya que y{eb) = [ab] = [al[b] = Yayo). 
Puesto que todo elemento X € G/N es de la forma X = [b] = (b) para algún 
b E€ G, y es suprayectivo. Finalmente, ¿cuál es el núcleo, K (y), de 4? Por defi- 
nición, K(y) = {a € Gl|y(a) = E}, donde E es el elemento unidad de G/N. 
Pero ¿cuál es E? Ningún otro sino E = [e] = Ne = N, ya E K(Y) siy sólo 
si E = N = Ya) = Na. Pero Na = Ndice quea = ea E Na = N, por consi- 
guiente vemos que K (4) C N. Se deja al lector probar que N C K (y), lo cual 
es fácil. Por lo tanto K(y) = N. O 


El Teorema 2.6.2 justifica la observación hecha en la sección precedente 
de que todo subgrupo normal N de G es el núcleo de cierto homomorfismo de 
G sobre cierto grupo. El “cierto homomorfismo” es el y definido anteriormente 
y el “cierto grupo” es G/N. 

Esta construcción del grupo factor de G por N es posiblemente la construcción 
simple más importante en la teoría de grupos. En otros sistemas algebraicos se 
tendrán construcciones análogas, como veremos más adelante. 

Se podría preguntar: en todo este asunto ¿dónde se presentó la normalidad 
de N en G? ¿Por qué no hacer lo mismo para cualquier subgrupo H de G? Asi 
que considerémoslo y veamos qué sucede. Se define, como antes, 


W = {[a]|a € G} = [Hala € G} 


donde la equivalencia a ~ b se define por ab”! € H. Tratamos de introducir 
un producto en W como se hizo para G/N definiendo [a][6] = [ab]. ¿Está bien 
definido este producto? Si A E H, entonces [Ab] = [b], así que para que el pro- 
ducto esté bien definido, se necesitaría que [a][b] = [a][4b], esto es [ab] = 
[ahb]. Esto indica que Hab = Hahb, y entonces Ha = Hah; lo cual implica 
que H = Haha™!, de donde aha”! E H, Es decir, para todo a € G y todo A € 
H, aha”? debe estar en H; en otras palabras, H debe ser normal en G. Vemos 
por consiguiente que para que el producto definido en W esté bien definido, 
H debe ser un subgrupo normal de G. 

Consideremos este tema del grupo cociente de una manera ligeramente di- 
ferente. Si A, B son subconjuntos de G, sea AB = (abla E A, b E B}. Si H 
es un subgrupo de G, entonces HH C H ẹs otra manera de decir que H es ce- 
rrado respecto al producto de G. 

Sea G/N = [Nal a € G} el conjunto de todas las clases laterales izquierdas 
del subgrupo normal N en G. Utilizando el producto de subconjuntos de G de- 

finido anteriormente, ¿a qué es igual (Na X Nb}? Por definición (NeJ(Nb) con- 
siste en todos los elementos de la forma (naX mb), donde n, m E N, y de 
esta manera ` 


(namb) = (nama ab) = nab, 
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donde n, = nama”! está en N, ya que N es normal. Por consiguiente 
(NaX Nb) C Nab. Por otra parte, si n € N, entonces 

nlab) = (naJMeb) € (NaX Nb), 
de tal manera que Nab C (Na)(Nb). En pocas palabras, hemos demostrado 
que el producto de Na y Nb —como subconjuntos de G— está dado por la 
fórmula (NaX Nb} = Nab. Todos los demás axiomas para que G/N, como se 
definió aquí, sea un grupo, se verifican luego fácilmente a partir de esta fórmula 
de producto. 

Otra manera de ver que (NaX Nb} = Nab consiste en observar que por la 
normalidad de N, aN = Na, por consiguiente (NaX(Nb) = N(aN)b = 
N(Nad = NNab = Nab, ya que NN = N (porque N es un subgrupo de G). 

De cualquier manera que consideremos a G/N —como clases de equivalencia 
o como un conjunto de ciertos subconjuntos de G— se obtiene un grupo cuya 
estructura está íntimamente ligada a la de G, a través del homomorfismo na- 
tural Y de G sobre G/N. 

Veremos muy pronto cómo se combinan la inducción y la estructura de 
G/N para obtener información acerca de G. 

Si G es un grupo finito y N < G, entonces el número de clases laterales iz- 
quierdas de N en G, ¡¿(N), está dado por ¡¿(N) = |G|/|N]|, como lo indica 
la demostración del teorema de Lagrange. Pero este es el orden de G/N, que 
es el conjunto de todas las clases laterales izquierdas de N en G. Por consiguiente 
IG/N| = |G|/ |N}. Esto lo expresamos de una manera más formal como 


TEOREMA 2.6.3. Si G es un grupo finito y N < G, entonces |G/N| = 
IGI INI. 


Como una aplicación de lo que hemos estado tratando aqui, probaremos 
un caso especial de un teorema que más adelante se demostrará en su genera- 
lidad total. La demostración que se da —para el caso abeliano— no es particu- 
larmente buena, pero ilustra muy claramente una técnica general, la de extraer 
información relativa a G/N para obtener información respecto a G mismo. 


El teorema que vamos a demostrar se debe al gran matemático francés A. L. Cauchy 
(1789-1857), cuyas contribuciones más importantes fueron en la teoría de variable 
compleja. 


TEOREMA 2.6.4 (DE CAUCHY). Si G es un grupo abeliano finito 


de orden |G} y p es un primo que divide a |G], entonces G tiene un ele- 

Mento de orden p. 
DEMOSTRACIÓN. Antes de pasar a la demostración, se hace notar al lector que 
el teorema es válido para cualquier grupo finito. Más adelante se demostrará 
en el caso general, con una demostración que será mucho más bella que la que 
se va a dar para el caso especial abeliano. 

Se procede por inducción en |G|. ¿Qué significa esto precisamente? Se su- 
pondrá que el teorema es cierto para todos los grupos abelianos de orden menor 
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que |G] y se demostrará que esto obliga a que el teorema sea cierto para G. 
Si |G| = 1, no existe tal p y el teorema es cierto por vacuidad. De modo 
que se cuenta con un punto de partida para la inducción. 

Supóngase que existe un subgrupo (e) + N + G; puesto que |[N| < |G|], si 
pl IN], por la hipótesis de inducción existiría un elemento de orden p en N, por 
consiguiente en G, y la demostración concluiria. De esta manera se puede su- 
poner que p 4 |N]. Puesto que G es abeliano, todo subgrupo es normal, así que 
se puede formar G/N. Debido a que p| |G| y p 4 |N| y a que |G/N] = |G|/1N], 
se tiene que p| |G/N!. El grupo G/N es abeliano, ya que G es, y puesto que 
N + (e), |N] > 1, así que |G/N| = |[G]/|N] < |G|. Por consiguiente, por in- 
ducción nuevamente, existe un elemento en G/N de orden p. Esto se traduce 
en: existe un a € G tal que [a]? = [e], pero [a] + [e]. Puesto que [e] = 
[a]? = [a?], se tiene (a partir de la equivalencia definida mód N)que a” E N, 
a ÉN. Así que si m = |N], entonces por el Teorema 2.4.5, puesto que a? € 
N, La?)" = e. De modo que (a”)” = e. Si se pudiera demostrar que b = a” + 
e, entonces b sería el elemento requerido de orden p en G. Pero si a” = e, en- 
tonces [a]” = [e], y puesto que [a] tiene orden p, p|m (véase el Problema 31 
de la Sección 2.4). Pero, por hipótesis, p | m = |N}. De esta manera concluye 
la demostración si G tiene un subgrupo no trivial. 

Pero si G no tiene subgrupos no triviales, debe ser cíclico de orden primo. 
(Véase el Problema 16 de la Sección 2.3, el cual podrá ser ahora tratado más fá- 
cilmente por el lector.) ¿Cuál es este ““orden primo”? Como p| |G|, se debe 
tener |G| = p. Pero entonces cualquier elemento a + e € G satisface a” = e 
y es de orden p. Esto completa la inducción y en consecuencia demuestra el 
teorema. 


Tendremos otras aplicaciones de esta clase de razonamientos teóricos de 
grupos en los problemas. 

El concepto de grupo factor es muy sutil y de máxima importancia en la 
materia. La formación de un nuevo conjunto a partir de uno anterior utilizando 
como elementos de dicho conjunto nuevo subconjuntos del anterior, resulta ex- 
traña para el neófito que observe por primera vez esta clase de construcción. 
De modo que vale la pena considerar este tema completo desde diversos puntos 
de vista. Consideramos ahora G/N desde otro aspecto. 

¿Qué es lo que hacemos cuando formamos G/N? De seguro se examinan 
las clases de equivalencias definidas mediante N. Considerémoslo de otra ma- 
nera. Lo que hacemos es identificar dos elementos de G si satisfacen la relación 
ab”! E N, En cierto sentido se está suprimiendo N. De manera que aunque 
G/N no es un subgrupo de G, lo podemos considerar como G, con N suprimi- 
do, y a dos elementos como iguales si son iguales “hasta N”, 

Por ejemplo, al formar Z/N, donde Z es el grupo de los enteros y N el de 
los múltiplos de 5 en Z, lo que se hace es identificar 1 con 6, 11, 16, —4, —9 
y así sucesivamente, y a los múltiplos de $ con 0. Lo agradable respecto a esto 
es que tal identificación concuerda con la adición en Z cuando se pasa a Z/N. 
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Consideremos unos cuantos ejemplos desde este punto de vista. 


1. Sea G = {T, ja + O, b real) (Ejemplo 6 de la Sección 2.1). Sea N = 
{T elb real] C G; se vio que N < G, así que tiene sentido hablar de G/N. 
Ahora bien, Tao y T, y están en la misma clase lateral izquierda de N en G, de 
manera que se obtiene un elemento de G/N identificando T,» con Ty. Este 
último elemento depende sólo de a. Por otra parte, los T, ¿ se multiplican según 
sea el primer subíndice a ya que TrrTo.g = Tacad+o Y Si Tao se identifica con 
Tao Y Tea con Ty, entonces su producto, que es To a, y» Se identifica con Taco. 
Por consiguiente la multiplicación en G/N es como la del grupo de los números 
reales distintos de cero respecto a la multiplicación y en cierto sentido (que se 
hará más preciso en la siguiente sección) G/N se puede identificar con este gru- 
po de números reales. 


2. Sean G el grupo de los números reales respecto a + y Z el grupo de los 
enteros respecto a +. Puesto que G es abeliano, Z < G, y por consiguiente 
se puede hablar de G/Z. ¿Qué parece realmente G/Z? Al formar G/Z, se están 
identificando dos números reales cualesquiera que difieran en un entero. De esta 
manera 0 se identifica con —1, -2, -3, ... y 1,2, 3, ...; 3 se identifica con 
1,5, 1}, — 3, +. . Todo número real a tiene así un compañero, á, donde 0 < 
a < 1. Así que, en G/Z, toda la recta real ha sido comprimida en el intervalo 
unitario [0, 1]. Pero hay algo más, ya que también se han identificado los puntos 
extremos de este intervalo unitario, Por consiguiente se está curvando el intervalo 
unitario de tal manera que sus dos puntos extremos coincidan. ¿Qué se obtiene 
de esta manera? Un círculo, desde luego. Así que G/Z es como un círculo, en 
un sentido que se puede hacer preciso, y este círculo es un grupo con un pro- 
ducto apropiado. 


3. Sean G el grupo de los números complejos distintos de cero y N = 
{a E G| Jal = 1}. N es un subgrupo de G y es normal ya que G es abeliano. 
Al pasar a G/N se está diciendo que todo número complejo de valor abso- 
luto 1 se identificará con el número real 1. Ahora bien todo a € G, en su 
forma polar, se puede escribir como a = r(cos9 + ¡sen6), donde r = Jaj y 
lcosó + isenĝ| = 1. Al identificar cos + ¡sen é con 1, se está identificando 
a con r. De modo que al pasar a G/N todo elemento se está identificando con 
un número real positivo, y esta identificación concuerda con los productos 
en G y en el grupo de los números reales positivos, ya que lab] = la] b|. De 
esta manera G/N es en un sentido muy real (sin pretender un juego de palabras) 
el grupo de los números reales positivos respecto a la multiplicación. 


PROBLEMAS 2.6 


1. Si G es el grupo de todos los números reales distintos de cero respecto a 
la multiplicación y N es el subgrupo de todos los números reales positivos, 


2.6 


10. 


11. 


12, 


13. 


14. 
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escribase G/N exhibiendo las clases laterales de N en G y compruébese la 
multiplicación en G/N. 


. Si G es el grupo de los números reales distintos de cero respecto a la multi- 


plicación y N = (1, —1), muéstrese cómo se puede “identificar” G/N 
como el grupo de todos los números reales positivos respecto a la multipli- 
cación. ¿Cuáles son las clases laterales de N en G? 


Si G es un grupo y N < G, demuéstrese que si M es un subgrupo de G/N 
y M = {a € G|Na E M}, entonces M es un subgrupo de Gy M DN. 


. Si el M del Problema 3 es normal en G/N, demuéstrese que el M definido 


es normal en G. 


5, Relativo al Problema 3, demuéstrese que M/N debe ser igual a M. 


. Razonando como en el Ejemplo 2, en donde se identificó a G/Z como un 


círculo y G fue el grupo de los reales respecto a + y Z los enteros, consi- 
dérese lo siguiente: sea G = ((a, b)la, b reales], donde se define + en G 
por (a, b) + (c, d) = la + c, b + d) (de modo que G es el plano), y sea 
N = {(a, b) E Gla, b son enteros). Demuéstrese que G/N se puede identi- 
ficar como un toro (dona), y entonces se puede definir un producto en la 
dona de tal manera que se convierta en un grupo. 


. Si G es un grupo cíclico y N un subgrupo de G, demuéstrese que G/N es 


un grupo ciclico. 


. Si G es un grupo abeliano y N un subgrupo de G, demuéstrese que G/N 


es un grupo abeliano. 


. Resuélvanse los Problemas 7 y 8 observando que G/N es una imagen 


homomorfa de G. 


Sea G un grupo abeliano de orden pfipf: -+> p, donde p,, Pz, ..., P SON 
números primos distintos. Demuéstrese que G tiene subgrupos S,, S», ..., 
S, de órdenes př, p£, ..., pi, respectivamente. (Sugerencia: Aplíquese el 
teorema de Cauchy y pásese a un grupo factor.) Este resultado, que en rea- 
lidad es válido para todos los grupos finitos, es famoso en la teoría de gru- 
pos y se conoce como teorema de Sylow. Se demuestra en la Sección 2.11. 


Si G es un grupo y Z(G) el centro de G, demuéstrese que si G/Z(G) es 
cíclico, entonces G es abeliano. 


Si G es un grupo y N < G es tal que G/N es abeliano, pruébese que 
aba lb7!E N para todo a, b E G. 


Si G es un grupo y N < G es tal que aba ib”! E N para todo a, b EG, 
pruébese que G/N es abeliano. 


Si G es un grupo abeliano de orden pP: *** Pr, donde Pi, Pz, ..., Px SON 
primos distintos, pruébese que G es ciclico. (Véase el Problema 15.) 
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15. Si G es un grupo abeliano y tiene un elemento de orden m y uno de orden 
n, donde m y n son relativamente primos, pruébese que G tiene un elemento 
de orden mn. 


16. Sea G un grupo abeliano de orden p"m, donde p es primo y p 4 m. Sea 
P = (a € G|a” = e para algún k dependiente de a). Pruébese que: 
(a) P es un subgrupo de G. 
(b) G/P no tiene elementos de orden p. 
(c) [P| = p”. 


17. Sea G un grupo abeliano de orden mn, donde mm y n son relativamente primos. 
Sea M = [e € Gla” = e). Pruébese que: 
(a) M es un subgrupo de G. 
(b) G/M no tiene ningún elemento x, aparte del elemento identidad, tal que 
x" = elemento unidad de G/M. 


18. Sea G un grupo abeliano (posiblemente infinito) y sea el conjunto F = 
la € Gla” = e,m > 1 dependiente de aj. Pruébese que: 
(a) T es un subgrupo de G. 
(b) G/T no tiene ningún elemento, aparte de su elemento identidad, de or- 
den finito. 





2.7 TEOREMAS DE HOMOMORFISMOS 


Sea G un grupo y y un homomorfismo de G sobre G’. Si K es el núcleo de e, 
entonces K es un subgrupo normal de G, por consiguiente se puede formar 
G/K. Resulta realmente natural suponer que debe haber una relación muy es- 
trecha entre G’ y G/K. El primer teorema de homomorfismos, que estamos a 
punto de probar, explica dicha relación detalladamente. 

Pero primero recordemos algunos de los ejemplos de grupos factores de la 
Sección 2.6 para ver explicitamente cuál podría ser la relación mencionada. 








1. Sean G = {Tola +0, b real) y G’ el grupo de los reales distintos de cero 
respecto a la multiplicación. A partir de la regla del producto de estas T, 
a saber TaoTea = Tocar, y, Se determinó que la aplicación p: G > G’ defi- 
nida por y(T,p) = a es un homomorfismo de G sobre G’ con núcleo k = 
{T slb real}. Por otra parte, en el Ejemplo 1 de la Sección 2.6 se vio que 
G/K = (KT,pla + 0 real]. Puesto que 


(K Ta MK To) = K Tox, 


se ve fácilmente que la aplicación de G/K sobre G’, la cual envía cada KT, y 
sobre a, es un isomorfismo de G/K sobre G’. Por lo tanto, G/K = G'. 
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2. Enel Ejemplo 3, G era el grupo de los números complejos distintos de cero 
respecto a la multiplicación y G’ el grupo de los números reales positivos res- 
pecto a la multiplicación. Sea p: G > G’ definida por g(a) = |a| para 
a € G. Entonces, puesto que |ab| = |a| |b], y es un homomorfismo de G 
sobre G’ (¿puede ver el lector por qué es suprayectivo?). De esta manera 
el núcleo K de ¢ es precisamente K = [a € G| la] = 1}. Pero ya hemos visto 
que si la] = 1, entonces a es de la forma cosé + ¡senó. De modo que 
el conjunto K = {cos + isenĝj0 < 8 < 27). Si a es cualquier número 
complejo, entonces a = r(cos8 + ¡sen6), donder = |a], es la forma po- 
lar de a. Por consiguiente Ka = Kr(cos8 + isenĝ) = K(cosé +isenĝ)r = 
Kr, ya que K(cosó + isen) = K porque cosé + ¿sené €E K. De esta dis- 
cusión resulta entonces que G/K, cuyos elementos son las clases laterales 
Ka, tiene todos sus elementos de la forma Kr, donde r > 0. La aplicación 
de G/K sobre G' definida enviando Kr sobre r define entonces un isomor- 
Jismo de G/K sobre G’. Por lo tanto, aquí también G/K = G’. 


Con el apoyo de esta pequeña experiencia se puede dar el salto completo 
hacia el 


TEOREMA 2.7.4 (PRIMER TEOREMA DE HOMOMORFISMOS). 


Sea p un homomorfismo de G sobre G’ con núcleo K. Entonces G’ = 
G/K, y el isomorfismo entre ellos es efectuado por | la aplicación 


TEA 
pepp 


definida por y(Ka) = g(a). 


DEMOSTRACIÓN. La mejor manera de demostrar que G/K y G’ son isomor- 
fos es exhibir explicitamente un isomorfismo de G/K sobre G’. El enunciado 
del teorema sugiere cuál podría ser tal isomorfismo. 

De manera que definase y: G/K > G' por y(Ka) = p(a) para a € G. Como 
de ordinario, lo primero que se tiene que hacer es demostrar que y está 
bien definida, es decir, que si Ka = Kb, entonces y(Ka) = y(Kb). Esto se reduce 
a demostrar que si Ka = Kb, entonces p(a) = g(b). Pero si Ka = 
Kb, entonces a = kb para algún k € K, por consiguiente p(a) = p(kb) = 
e(k)Ab); puesto que k E K, el núcleo de y, entonces p(k} = e”, el elemento 
identidad de G ', así que se obtiene p(a) = p(b). Esto demuestra que la aplica- 
ción y está bien definida. 

Debido a que y es suprayectiva sobre G’ dado x E G', entonces x = p(a) 
para algún a € G, así que x = {a} = y(Ka). Esto demuestra que y aplica 
G/K sobre G’. 

¿Es inyectiva y? Supóngase que y(Ka) = y(Kb); entonces p(a) = 
y(Ka) = y(Kb) = (b); por lo tanto, e” = p(a)p(by! = pladpo(b') = 
p(ab”*). Como así resulta que ab”? está en el núcleo de y —que es K— se 
tiene que ab”! € K. Esto implica que Ka = Kb. De esta manera se observa que 
Y es inyectiva. 
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Finalmente, ¿es y un homomorfismo de G/K sobre G’? Se comprueba: 
Y((KaMKb)) = y(Kab) = plab} = pladelb) = 4(Ka} (Kb), haciendo uso 
de que y es un homomorfismo y que (KaX Kb) = Kab. En consecuencia, y es 
un homomorfismo de G/K sobre G’ y se prueba el teorema. 


El haber hablado del primer teorema de homomorfismos sugiere que hay 
otros. Al siguiente se le llama naturalmente segundo teorema de homomor- 
fismos. p 


TEOREMA 2.7.2 (SEGUNDO TEOREMA DE HOMOMORFIS- 


MOS). Supóngase que la aplicación p: G > G’ es un homomorfismo 
de G sobre G’ con núcleo K. Si H’ es un subgrupo de G’ y si 


H = (a € Gleta) € H’), 


entonces H es un subgrupo de G, H D K, y H/K = H'. Finalmente, 
si H'a G’, entonces H < G. 


DEMOSTRACIÖN. Se verifica primero que el H dado es un subgrupo de G. No 
es vacío, puesto que e € H. Si a, b € H, entonces p(a), p(b) € H’, por consi- 
guiente (ab) = plaJpe(b) E H’, ya que H’ es un subgrupo de G”; esto hace 
que ab esté en H, de modo que H es cerrado. Además, si a € H, entonces p(a) € 
H’, por consiguiente pla~!) = play! está en H’, nuevamente porque H’ es 
un subgrupo de G’, de donde a—! € H. Por lo tanto, H es un subgrupo de G. 

Debido a que y(K) = (e) C H’, donde e” es el elemento unidad de G‘, 
se tiene que K C H. Puesto que K < Gy KC H, se sigue algo más aún, que 
K < ĦA. La aplicación y restringida a H define un homomorfismo de H sobre 
H’ con núcleo K. Por el primer teorema de homomorfismos se obtiene H/K = 
H’. 

Finalmente, si H' < G'ysia €G, entonces gay H'gla) C H’, así que 
ela 0H 'p(a) C H'. Esto dice que p(a'Ha) € H’, cuando a'Ha C H. Lo 
cual prueba la normalidad de F en G. 


Lo que dice el teorema es que existe una correspondencia biyectiva entre 


el conjunto de todos los subgrupos de G que contienen a K y el conjunto de 
todos los subgrupos de G’. Además, esta correspondencia preserva la norma- 
tidad. (Pruébese.) 

Por último, pasamos al tercer teorema de homomorfismos, que dice algo 
más acerca de la relación entre N y N’ cuando N’ < G”. 


TEOREMA 2.7.3 (TERCER TEOREMA DE HOMOMORFISMOS). 
Si la aplicación p: G > G’ es un homomorfismo de G sobre G’ con 
núcleo K entonces, si N° < G'y N = {a € Glp(a) EN”), se concluye 
que G/N = G'/N”. En forma equivalente, G/N = (G/K)A(N/K). 


DEMOSTRACIÓN. Defínase la aplicación y: G > G'/N” por y(a) = N'p(a) 
para todo a € G. Puesto que y es suprayectiva sobre G’ y cada elemento de 
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G'/N" es una clase lateral de la forma N'x', y x’ = p(x) para algún x € 
G, se tiene que y aplica G sobre G'/N”. 

Además, Y es un homomorfismo de G sobre G'/N”, ya que y(ab) = 
N' (ab) = N'plajelb} = (IN ADIN p(b)) = yla) (b), puesto que N' < 
G’. ¿Cuál es el núcleo M de y? Si a E M, entonces y(a) es el elemento unidad 
de G'/N”, es decir y(a) = N’. Por otra parte, por la definición de y, y(a) = 
N p(a). Debido a que N'p(a) = N’ se debe tener p(a) E N’; pero esto.hace 
que a esté en N, por la misma definición de N. Por consiguiente M C N. Es 
fácil probar que N C M y se deja al lector. Por lo tanto, M = N, de modo 
que y es un homomorfismo de G sobre G'/N' con núcleo N, de donde, por 
el primer teorema de homomorfismos, G/N = G'/N”, 

Finalmente, de nuevo por los Teoremas 2.7.1 y 2.7.2, G = G/K,N' = 
N/K, lo cual conduce a G/N = G'/N" = (G/KYV(N/K). O 


Esta última igualdad es muy sugestiva; se está como *“cancelando”” K en el 
numerador y en el denominador. 

Desde luego, hay otros teoremas de homomorfismos. En el Problema 5 se 
presenta uno de ellos que es clásico e importante. 


PROBLEMAS 2.7 


1. Pruébese que M > N en la demostración del Teorema 2.7.3. 


2. Sea G el grupo de todas las funciones con valores reales definidas en el in- 
tervalo unitario [0, 1], en donde, para f, g € G, se define la adición f + 
g por (f + 8XMx) = f(x) + g(x) para todo xE [0, 1]. Si N= 
{JE G|fG) = 0), pruébese que G/N = números reales respecto a +. 


3. Sean G el grupo de los números reales distintos de cero respecto a la mul- 
tiplicación y N = (1, —1]. Demostrar que G/N = números reales positivos 
respecto a la multiplicación. 


4. Si G,, G2 son grupos y G = G, x G, = {(a, b)|a € G,, b € G,), en donde 
se define (a, bc, d} = (ac, bd), demuéstrese que: 
(a) N = ((a, e,)|a € Gi}, donde e, es el elemento de unidad de G,, es un 
subgrupo normal de G. 
b) N = G.. 
(co) G/N = G. 


5. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y N < G. Sea el conjunto HN = 
(An|h € H, n € N}. Pruébese que: 
(a) HNN a H. f 
(b) EN es un subgrupo de G. i 
O NC HNyN < HN. 
(d) (ANYN = HAHA N). 
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6. Si Ges un grupo y N 4 G, demuéstrese que si a E G tiene orden finito o(a), 
entonces Na en G/N tiene orden finito m, donde.m|o(a). (Pruébese utili- 
zando el homomorfismo de G sobre G/N). 


7. Si p es un homomorfismo de G sobre G' y N < G, demuéstrese que {N} < 
Gs, 





2.8 TEOREMA DE CAUCHY 





En el Teorema 2.6.4 (de Cauchy) se probó que si un primo p divide al orden 
de un grupo abeliano finito G, entonces G contiene un elemento de orden p. 
Se hizo notar que el teorema de Cauchy es válido aun si el grupo no es abe- 
liano. Aquí se dará una demostración muy ingeniosa, la cual se debe a McKay. 

Regresemos por un momento a la teoría de conjuntos, para hacer algo que 
se mencionó en los problemas de la Sección 2.4, 

Sea S un conjunto, f € A(S) y defínase una relación en $ como sigue: s ~ 
¿si t = fs) para algún entero i (i puede ser positivo, negativo o cero). Se deja 
al lector como problema verificar que esto define efectivamente una relación 
de equivalencia en S. La clase de equivalencia de s, [s], se llama órbita de s 
respecto a f. De modo que S es la unión disjunta de las órbitas de sus elementos. 

Cuando f es de orden primo p, se puede decir algo acerca del tamaño de 
las órbitas respecto a f; aquellos lectores que resolvieron el Problema 34 de la 
Sección 2.4 ya saben el resultado. Lo probamos aquí para ponerlo oficial- 
mente en registro. 

[Si £*(s) = s, desde luego que f'*(s) = s para todo entero /. (Pruébese.)] 


LEMA 2.8.4. Si f € A(S) es de orden primo p, entonces la órbita de 
cualquier elemento de S respecto a f tiene 1 o p elementos. 


DEMOSTRACIÓN. Sea s E S; si f(s) = s, entonces la órbita de s respecto a f 
consiste simplemente del mismo s, así que tiene un elemento. Supóngase entonces 
que f(s} % s. Considérense los elementos s, f(s), f Us), ..., FP Us); afir- 
mamos que estos p elementos son distintos y constituyen la órbita de s respecto 
a f. Si no, entonces f(s) = f(s} para algún 0 < į < j s p- !, lo cual da 
lugar a (s) = s. Sea m = ¡— i entonces 0 < m < p-1yf"(5) = s. 
Pero f?(s) = s y puesto que p 4 m, ap + bm = 1 para ciertos enteros a y b. 
De esta manera, f Us) = fP+"U1S) = SUL"US) = Ff (Ss) = s, ya que 
Fs) = fs) = s. Esto contradice que f(s) + s. Por consiguiente la órbita de 
s respecto a f consiste en s, f(s), Us), ..., fs), por lo tanto tiene p ele- 
mentos. 


En seguida presentamos la demostración de McKay del teorema de Cauchy. 
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TEOREMA 2.8.2 (DE CAUCHY). Si p es primo y divide al orden de 


G, entonces G contiene un elemento de orden p. 


DEMOSTRACIÓN. Si p = 2, el resultado es trivial. Supóngase que p + 2. Sea 


S el conjunto de todas las listas p ordenadas (4,, 47, ..., Ap—ts Ap), donde a, 
. . -s Ay están en G y Ai **: a, 14, = e. Afirmamos que S tiene 1"! elemen- 
tos donde n = |G|. ¿Por qué? Se pueden elegir a,, ..., a), arbitrariamente 


en G y haciendo a, = (2,4, >> 4,,)” la lista p ordenada (a,, 4), ..., Gp_1, 4p) 
entonces satisface 


iei de ad EN =la 
2,4) 4p—¡4p = 410) ap— (4,4, Gp” = €, 


por lo tanto está en S. De esta manera $ tiene n”—’ elementos. 

Obsérvese que si q,4, *** 4, äp = €, entonces ApG *** 4, , = e (ya que 
sixy = e en un grupo, entonces yx = e). Por consiguiente la aplicación f: S > 
S definida por f(4,, ..., ap) = (ap, an A ..., 4, 1) está en A(S). Nótese que 
FE i, la aplicación identidad en S, y que f? = į, así que f es de orden p. 

Si la órbita de s respecto a f tiene un elemento, entonces f(s) = s. Por otra 
parte, si f(s) + s, afirmamos que la órbita de s respecto a f consiste precisa- 
mente en p elementos distintos; esto se tiene por el Lema 2.8.1. Ahora bien, 
¿cuándo es f(s) + $? Afirmamos que f(s) * s si y sólo si cuando s = 
(41, %, ..., Gp), entonces para algún i + j, a, + a,. (Esto se deja al lector.) Por 
lo tanto f(s} = s si y sólo si $ = (a, a, ..., a) para algún a € G. 

Sea m el número de s € S tales que f(s) = s$s; puesto que para s = 
le, €, ..., €), F(s) = S, se sabe que m > 1. Por otra parte, si f(s) £ s, la ór- 
bita de s consiste de p elementos y dichas órbitas son disjuntas, ya que son clases 
de equivalencia. Si existen k de tales órbitas en las que f(s} + s, se obtiene que 
n®”— = m + kp, pues de esta manera se han tomado en cuenta todos los ele- 
mentos de $. 

Pero p|n por hipótesis y p|(Xp), así que se debe tener p|m, ya que m = 
n?* — kp. Como m + 0 y p|m, se obtiene que m > 1. Pero esto dice que hay 
uns = (2,8, ...,a)*+ (e, e, ..., e) en S; de la definición de S esto implica 
que a? = e. Puesto que a + e, a es el elemento de orden p requerido. E 


Obsérvese que la demostración dice que el número de soluciones en G de 
x? = e es un múltiplo positivo de p. 

Se hace una especial recomendación al lector que sienta alguna inquietud 
con la demostración recién dada, que lleve a cabo los detalles para los casos 
p = 2yp = 3. En dichos casos la acción de f en S se hace clara y las afirma- 
ciones hechas respecto a esta acción se pueden comprobar explícitamente. 

El teorema de Cauchy tiene muchas consecuencias. Presentaremos en se- 
guida una de ellas, en la cual se determina completamente la naturaleza de ciertos 
grupos de orden pg, donde p y q son primos. Otras consecuencias se encon- 
trarán en el conjunto de problemas que sigue y en temas de grupos posteriores. 
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LEMA 2.8.3. Sea G un grupo de orden pg, donde p, q son primos 
yp>q. Sia E G es de orden p y A es el subgrupo de G generado 
por a, entonces A «4 G. 


DEMOSTRACIÓN. Afirmamos que A es el xnico subgrupo de G de orden p. 
Supóngase que B es otro subgrupo de orden p. Considérese el conjunto AB = 
Lo |x € A, y € B}; afirmamos que AB tiene p° elementos distintos. Supóngase 
que xy = uv donde x, 4 € A, y, v € B; entonces u "lx = vy”!. Pero u” lx € 
A, vy™! E B, y puesto que u“lx = vy™!, se tiene ulx € A N B. Dado que 
B+AyYA NB es un subgrupo de A y A es de orden primo, se concluye necesa- 
riamente que A N B = (e) y por lo tanto u™'x = e, es decir, y = x. De 
manera semejante, v = y. De esta manera el número de elementos distintos en 
AB es p?. Pero todos estos elementos están en G, el cual tiene solamente pg < 
p? elementos (puesto que p > q). Con esta contradicción se ve que B = A y 
A es el único subgrupo de orden p en G. Pero si x € G, B = x"Ax es un sub- 
grupo de G de orden p, como consecuencia de lo cual se concluye que 
x "Ax = A; por consiguiente A a G. 


COROLARIO. Si G, a son como en el Lema 2.8.3 y six E G, en- 
tonces xlax = a', donde O < ìi < p, para algún į (dependiente de x). 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que e * aE A y x™!Ax = A, x”lax€ A. Pero 
todo elemento de A es de la forma a', 0 < į < p, y x`'ax + e. En conse- 
cuencia, xTlex = al, donde 0 < i < p. 


Demostramos ahora un resultado diferente. 


LEMA 2.8.4. Si a€ G es de orden m y bE G es de orden n», 
donde m y n son primos entre sí, se tiene que, si ab = ba, entonces 
c = ab es de orden mn. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que 4 es el subgrupo generado por a y B el ge- 
nerado por b. Como [A| = my|B| = n y (m, n) = 1, se obtiene A N B = 
(e), lo cual se deriva del teorema de Lagrange, yaquelA NB|iny|4 NB] |m. 

Supóngase que c? = e, donde į > 0; así que (ab) = e. Puesto que ab = 
ba, e = (aby = a'b'; esto dice que a! = b` E AN B = (e). Por lo tanto 
a' = e, de donde m|i, y b? = e, de dondenik Como (m, n) = ly myn di- 
viden a į, mn divide a i. Así que í > mn. Puesto que (ab)™ = a™b™ = e, 
se ve que mn es el menor entero positivo í tal que (ab)! = e. Esto dice que ab 
es de orden mn, como se afirma en el lema. 


Antes de considerar el caso más general de los grupos de orden pq, conside- 
remos un caso especial, a saber, un grupo G de orden 15. Por el teorema de 
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Cauchy, G tiene elementos b de orden 3 y a de orden 5. Por el corolario del 
Lema 2.8.2, bab = af, donde 0 < i < 5. Así que 


bT?ab? = b Ub ab)h = baib = (baby = (a'Y = a”, 


y de manera semejante, bab? = a”. Pero b’? = e, por lo tanto se obtiene 
a? = a, de donde a™™' = e. Puesto que a es de orden 5, 5 debe dividir a 
1? — 1, esto es, P = 1(5). Sin embargo, por el teorema de Fermat (corolario del 
Teorema 2.4.8), i4 = 1(5). Estas dos ecuaciones para i dicen que í = 1(5), por 
lo tanto i = 1, ya que 0 < į < 5. En forma breve, b lab = a' = a, lo cual 
significa que eb = ba. Puesto que a es de orden 5 y b de orden 3, por el Lema 
2.8.3, c = ab es de orden 15. Esto quiere decir que las 15 potencias e = c°, 
c, €?, ..., e'*son distintas, así que deben generar todo G. En una palabra, G 
debe ser ciclico. 

El razonamiento dado para 15 se podría haber abreviado, pero la forma en 
que se hizo es el prototipo exacto de la demostración del caso más general que 
se da a continuación. 


TEOREMA 2.8.5. Sea G un grupo de orden pg, donde p, q son 
primos y p > q. Entonces, si q 4 p — 1, G debe ser cíclico. 


DEMOSTRACIÓN. Por el teorema de Cauchy, G tiene un elemento a de orden 
p y un elemento b de orden q. Por el corolario del Lema 2.8.2, blab = a' 
para algún į tal que 0 < ¿< p. Así que b "ab" = a” para todo r > 0 
(Pruébese.) y entonces b “ab? = a", Pero b? = e; por lo tanto, a” = a y por 
consiguiente a? = e, Debido a que a es de orden p, se concluye que p|i* — 
1, lo cual significa que ¥ = 1(p). Sin embargo, por el teorema de Fermat i~! = 
1(p); puesto que q t p — 1, se concluye que i = 1(p), y puesto que 0 < ¿< 
p, se sigue que i = 1. Por lo tanto, b7lab = a' = a, por consiguiente ab = 
ba. Por el Lema 2.8.3, c = ab tiene orden pg, así que las potencias de c gene- 
ran todo G. De esta manera G es cíclico y se prueba el teorema. 


PROBLEMAS 2.8 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


1. Respecto a la demostración del Teorema 2.8.2, pruébese que si algún par 
de elementos de s = (ai, 8», ..., 4,) son diferentes, entonces f(s) + s, y 
la órbita de s respecto a f tiene p elementos. 


2. Pruébese que un grupo de orden 35 es cíclico. 


3. Aplicando el resultado del Problema 40 de la Sección 2.5, formular otra 
demostración del Lema 2.8.3, (Sugerencia: Utilicese como H un subgrupo 
de orden p.) 
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4. Elaborar un grupo no abeliano de orden 21. (Sugerencia: Supóngase que 
a? = e, b? = e y encuéntrese algún į tal que a™'ba = a + a, que sea con- 
sistente con las relaciones a? = b? = e.) 


5. Sea G un grupo de orden p"m, donde p es primo y p } m. Supóngase que 
G tiene un subgrupo normal P de orden p". Pruébese que P <a G. 
6. Sea G un grupo finito y supóngase que 4, B son subgrupos de G tales 

que | 4] > VIG! y |B| > Y|G|. Pruébese que A N B + (e). 


7. Si G es un grupo y A, B subgrupos de órdenes m, n, respectivamente, donde 
m y n son relativamente primos, pruébese que el subconjunto de G AB = 
fabja € A, b E B} tiene mn elementos distintos. 


8. Demostrar que un grupo de orden 99 tiene un subgrupo normal no trivial. 
9. Demostrar que un grupo de orden 42 tiene un subgrupo normal no trivial. 


10. A partir del resultado del Problema 9, pruébese que un grupo de orden 42 
tiene un subgrupo normal de orden 21. 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


11. Si G es un grupo y A, B subgrupos finitos de G, pruébese que el conjunto 
= [abla € A, b € B} tiene (|A| |BI) |A N B| elementos distintos. 


12. Pruébese que cualesquiera dos grupos no abelianos de orden 21 son isomor- 
fos. (Véase el Problema 4.) 


PROBLEMAS MUY DIFÍCILES 


13. Aplicando el hecho de que cualquier grupo de orden 9 es abeliano, pruébese 
que cualquier grupo de orden 99 es abeliano. 


14. Sean p > q dos primos tales que q|p — 1. Pruébese que existe un grupo 
no abeliano de orden pq. (Sugerencia: Aplíquese el resultado del Problema 
40 de la Sección 2.4, a saber que U, es cíclico si p es primo, y la idea 
necesaria para resolver el Problema 4 anterior.) 


15. Pruébese que si p > q son dos primos tales que q|p — 1, entonces cualesquiera 
dos grupos no abelianos de orden pg son isomorfos. 





2.9 PRODUCTOS DIRECTOS 


En varios problemas y ejemplos presentados anteriormente, pasamos por la si- 
guiente construcción: si G,, G, son dos grupos, entonces G = G; xX G, es 
el conjunto de todos los pares ordenados (a, b), donde € € G, y b€ G, 
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y donde el producto se define componente por componente por medio de 
(ai, biaa b,) = (ejaz, bib), los productos en cada componente se realizan 
en los grupos respectivos Gry G,. Sería deseable formalizar ahora este proce- 
dimiento, 


DEFINICIÓN. Si G,, G2, ..., G, son n grupos, entonces su producto 
directo (externo) Gi Xx Gx G; X ::: x G, es el conjunto de 
todas las n-tuplas (a,, %, -.., G,) donde a; € G,, para i = 1,2, ..., 
n, y el producto en G, x G, X -** x G, se define por componentes, 
es decir, 


(21, o... a, Xd, ba, ...y b,) = (aibi, ayb», ...s Grb»). 


Resulta inmediato que G = Gi X G X :** Xx G, es un grupo, con 
{eis €, ..., €,) como su elemento unidad, donde e, es el elemento unidad de 
G; y donde (2,, az ..., a)! = (arl, a7’, ..., a7). 


G es simplemente el producto cartesiano de los grupos G;, Gz, ..., G, con 
un producto definido en G mediante multiplicación de componentes. Se le llama 
externo, ya que los grupos G,, Gz, ..., G, son grupos cualesquiera sin que ne- 
cesariamente exista una relación válida entre ellos. 


Considérense los subconjuntos G; C G; X Gi xX © X G, = G, donde 
G; = ((€1, ...> €i15 Gp Bisi ea Cay la; E Gih 


es decir, G; consiste en todas las n-tuplas en las que en la componente ¡-ésima 

cualquier elemento de G; puede aparecer y cada una de las demás componentes 

es el elemento identidad. Evidentemente, G; es un grupo y es isomorfo a G; me- 

diante el isomorfismo 7;: G; > G; definido por T(E, la, ..., Qi --.» €n) = Gi 

Además, no solamente G, es un subgrupo de G sino que G; < G. (Pruébese.) 
Dado cualquier elemento a = (i, an ..., Gn) € G, entonces 


a = (ai ĉa, »..3s (MGT a, es, s.. en) ae (e, r ..., Cn—1> an); 


esto es, todo a € G se puede escribir como € = 4,4, :** 4,, donde cada a, € 
G,. Además, a se puede escribir en esta forma de manera única, es decir, si a = 
2,2) Ea 4, = bib NE Dns donde los a; € G; y b; € G; entonces CA = bis e.’ 
G, = b,. Así que G se construye a partir de ciertos subgrupos normales, los G;, 
como G = G,G, +- G, de una manera tal que cada elemento a € G tiene una 
representación única de la forma a = 4,4, +: 4, con đ; € G; 


Esto motiva la siguiente 


DEFINICIÓN. Se dice que un grupo G es el producto directo (interno) 
de sus subgrupos normales N,, Nz, ..., N, si todo a E G tiene repre- 
sentación única de la forma a = aya, *** a,, donde cada a; € N; para 
i=1,2,...,R 
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De lo considerado anteriormente se tiene el 


LEMA 2.9.4. Si G = G, x G X `° x G, ès el producto directo 
externo de Gi, Gz, ..., G,, entonces G es el producto directo interno 
de los subgrupos normales Gi, Gz ..., G, definidos anteriormente. 


Necesitamos ir en la otra dirección, es decir, probar que si G es el producto 
directo interno de sus subgrupos normales N,, Na, ..., Na, entonces G es iso- 
morfo a N, x Na X > X N, Para tal fin, se obtienen primero algunos re- 
sultados preliminares. 

El resultado que se va a probar ya se presentó como problema anteriormente. 
Para tener todo completo lo probamos ahora. 


LEMA 2.9.2. Sea G un grupo y M, N subgrupos normales de G tales 
que M N N = (e). Entonces, dados m E My nE€ N, mn = nm. 


DEMOSTRACIÓN. Considérese el elemento a = mnm”'n—!. Insertando parénte- 
sis en a se puede escribir a = (mam !)n”!; entonces, dado que N < G y 
n E N, mmm”! € N, de manera que a = (mnm"!)n7!; también está en N. In- 
sertando paréntesis en a ahora de otra manera, a = m(nm”!n”*); puesto que 
MaN y m7! EM, se tiene nm In”! E M y entonces a = mí(nm  n”!) € 
M. Por consiguiente a € M N N = (e), que equivale a decir, mam”*n”! = e. 
Esto da por resultado mn = nm, como se requería. 


Si G es el producto directo interno de los subgrupos normales N,, Na, ..., 
Ny, afirmamos que N; N N; = (e) para į + j. Para tal fin supóngase que a € 
N, O N; entonces a = e : e -+> eae -*- e, donde a ocurre en el ¡-ésimo lugar. 


Esto da una representación de a en G = NN, -+e N,. Por otra parte, a = e * 
ee» a: e--*- e, donde a ocurre en el j-ésimo lugar, de manera que a tiene 
una segunda representación como elemento de NN, +++ Na. Por la unicidad 
de la representación, se obtiene a = e, y asi N; Ñ N; = (e). 

Tal vez sea más claro lo anterior si lo hacemos para n = 2, Así que supóngase 
que N; a G, N, < G y que todo elemento a E G tiene una representación 
única como a = Qa, donde a, E N,, a, E N,. Supóngase que a E N UN); 
entonces 4 = a : e es una representación de a = aja, con a, = a EN, a, = 
e E N,. Sin embargo, a = ea, así que a = bib,, donde b, = e EN, bh =a€ 
N,. Por la unicidad de la representación se debe tener a, = b,, es decir, a = 
e. Por lo tanto Ni N N, = (e). 

El razonamiento dado anteriormente para N,, ..., N, es el mismo que el 
que se da para n = 2, pero tal vez sea menos transparente. De cualquier manera 
hemos probado el 


LEMA 2.9.3. Si G es el producto directo interno de sus subgrupos 
normales N,, Nz, ..., Np, entonces para i + j, Ni Q N; = (e). 


COROLARIO. Si G es como en el Lema 2.9.3, entonces si i + j y 


a; € N; y a; E N; se tiene 0,0, = aja;. 
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DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.9.3, N; N N, = (e) para i + j. Puesto que 
los N son normales en G, por el Lema 2.9.2 se tiene que cualquier elemento 


de N; conmuta con cualquier elemento de N, es decir, 4,4; = aja; para 
a;E N, a EN, 


Luego de considerar estos preliminares podemos ahora probar el 


TEOREMA 2.9.4. Si G es el producto directo interno de sus sub- 


grupos normales N,, Nz ..., N,, entonces G es isomorfo a N, x 

N, X t X Np el producto directo externo de Ny Na, ..., Np: 
DEMOSTRACIÓN. Definase la aplicación y de N, x M x> xN aG 
por Y((2,, 4, ..., 4) = a14, *** a,. Puesto que todo elemento a de G 
tiene una representación a = q,4, :**+ a, con los a; E€ N, se tiene que la apli- 
cación y es suprayectiva. Afirmamos que también es inyectiva. Porque si 
yla, aan ..., any) = vito, b,, ..., b,)), entonces por la definición de y, 


aya, + a, = bib, :** b,. Por la unicidad de la representación de un elemento 
en esta forma se deduce que a, = b,,a, = b,, ..., a, = b,. Por consiguiente 
y es inyectiva. 

Lo único que resta es demostrar que Y es un homomorfismo. De manera 
que considérese 


ya, la. .., anyb;, b,, +. br)) y((ab,, abys s3 aby) ) 


(arb; (ab) ° (a,b,) 


tl 


abab NES Gba, 


Puesto que b, E N,, entonces conmuta con a;, b; para ¿ > l por el corola- 
rio del Lema 2.9.3, Así que se puede pasar b, a través de todos los elementos 


que están a su derecha y se obtiene a bab, :-* a,b, = aabb >>: a,b,b,. 
Repítase luego este procedimiento con b,, y así sucesivamente para obtener 
que ababa tt Abn = (a), a, * aabb "+ b,,). De esta manera 


y(ta,, Gs y AaOr Da, ..., b,)) = Abiba **: ayb, 


(aya, ++: aabb +: ba) 


H 


yla, As srs an) ) Y (Cb yb», ...y b„)). 


En otras palabras, y es un homomorfismo. 
Con esto se completa la demostración del Teorema 2.9.4. L] 


En vista del resultado del Teorema 2.9.4 dejamos los adjetivos “interno” 
y “externo” y simplemente hablamos de “producto directo”. 
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El objetivo a menudo es demostrar que un grupo dado es el producto di- 
recto de ciertos subgrupos normales. Si esto se puede realizar, es posible deter- 
minar completamente la estructura del grupo si es que se conocen las de los sub- 
grupos normales. 


PROBLEMAS 2.9 


1. Si G, y G, son grupos, pruébese que G, x Gi = G, X G. 


2. Si G, y G, son grupos cíclicos de órdenes m y n, respectivamente, pruébese 
que G, X G; es cíclico si y sólo si m y n son relativamente primos. 


3. Sea G un grupo, A = G x G. En A sea T = {(2, g)lg € G}. 
(a) Pruébese que T = G. 
(b) Pruébese que T < A si y sólo si G es abeliano. 


4. Sea G un grupo abeliano de orden p/"pz” :*> pg", donde Pi, Pz, ..., Pr 
son primos distintos y m, > 0, mı > 0, ..., M > 0. Por el Proble- 
ma 10 de la Sección 2.6, para cada j, G tiene un subgrupo P, de orden pj”. 
Demuéstrese que G = P, X P X © X Pg 


5. Sea G un grupo finito, N,, N,, ..., N, subgrupos normales de G tales que 
G = NA): Ni y (G| = IN, | [MM] e |[N,/. Pruébese que G es el 
producto directo de Ni, Na, ..., Ni. 

6. Sea G un grupo, Ni, Na, ..., Ng subgrupos normales de G tales que: 

1. G = NN) +: No 
2. Para cada i, N; N (NIN, miet NN E N) = (e}. 
Pruébese que G es el producto directo de Ni, Nas ..., Ng. 





2.10 GRUPOS ABELIANOS FINITOS (OPCIONAL) 





Hemos terminado justamente de estudiar el concepto de producto directo de 
grupos. Si se dejara este tema en el punto en que terminó, podría dar la im- 
presión de una pequeña y agradable construcción, pero ¿luego qué? Para darle 
un poco más de sustancia, se debe probar por lo menos un teorema que diga 
que un grupo que satisfaga cierta condición es el producto directo de algunos 
grupos particularmente sencillos. Afortunadamente existe tal clase de grupos, 
los abelianos finitos. Lo que se probará es que cualquier grupo abeliano finito 
es el producto directo de grupos cíclicos. Esto reduce la mayoría de las interro- 
gantes relativas a grupos abelianos finitos a cuestiones referentes a grupos cíclicos, 
lo cual a menudo permite obtener respuestas completas a dichas interrogantes. 
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La situación de la estructura de los grupos abelianos finitos realmente es 
un caso especial de algunos teoremas más amplios y rigurosos. El estudio de 
ellos sería ir muy lejos, especialmente debido a que el tema de los grupos abe- 
lianos finitos es muy importante por sí mismo. El teorema que se probará se 
llama con muy justa razón teorema fundamental de los grupos abelianos 
finitos. 

Antes de abordar los detalles propios de la demostraciór sería bueno pre- 
sentar un esquema rápido de cómo se procederá para probar el teorema. 

El primer paso será reducir el problema de un grupo abeliano finito cual- 
quiera a uno cuyo orden sea p”, donde p es primo. Este paso será muy fácil 
de realizar, y puesto que el grupo tendrá un orden en el que interviene exacta- 
mente un primo, los detalles de la demostración no se llenarán de elementos 
cuyos Órdenes sean un tanto complicados. 

De manera que nos concentraremos en los grupos de orden p”. Sea G un 
grupo abeliano de orden p”. Deseamos demostrar que existen subgrupos ci- 
clicos de G, Aj, Az, .. ., Az, tales que todo elemento x € G se puede expresar 
como x = bib, +- b, donde cada b; € A,, de una manera única. Dicho de 
otro modo, puesto que cada A; es cíclico y generado, digamos, por a,, se quiere 
demostrar que x = ajaj” +++ af, donde los elementos a;”: son únicos. 

Se presenta de inmediato una dificultad, ya que no hay solamente una elección 
para dichos elementos ai, ..., 44. Por ejemplo, si G es el grupo abeliano de 
orden 4 con elementos e, a, b, ab, donde e? = b? = e y ab = ba, entonces se 
puede ver que si 4, B, C son los subgrupos cíclicos generados por a, b y ab, 
respectivamente, entonces G = A X B = A x C = B x C. Por consiguiente 
no hay unicidad en la elección de los a, ¿Cómo evitar esto? 

Lo que se requiere es un artificio para escoger a,, que luego se pueda aplicar 
para escoger a, y así sucesivamente. ¿Cómo debe ser tal artificio? Nuestro 
control sobre los elementos de G radica solamente en sus órdenes específicos. 
El orden de los elementos será el que proporcione los medios para probar el 
teorema, cuando se utilice apropiadamente. 

Supóngase que G = 4, X A, X +- Az donde |G] = p” y los A se han 


numerado, de tal manera que |4/| = p" y m > m >'t > n,, y cada 
A, es cíclico generado por a; Si así fuera y x = af" >- af, entonces 

xP" = (a t.’ aya” = ape ggap"! ... app”, 
como 7, > A, p”|p”, así que dado que cada a7" = e, entonces xP" = e. 


En otras palabras, a, debe ser un elemento de G cuyo orden sea tan gran- 
de como sea posible. Muy bien, ya podemos elegir a,. ¿Qué hacemos con a,? 
SiG =_G/A,, entonces para obtener el primer elemento requerido para repre- 
sentar G como un producto directo de grupos cíclicos, se debe escoger un ele- 
mento de G cuyo orden sea máximo. ¿Cómo se traduce esto en el mismo G ? 
Se necesita un elemento a, tal que requiera una potencia lo más alta posible pa- 
ra quedar en A. Así que ése será el camino a la selección del segundo elemen- 
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to; sin embargo, si se elige un elemento b, con esta propiedad, puede ser que 
no resuelva el problema; es posible que se tenga que adaptar para tal fin. La 
realización de todo esto es la parte técnica del razonamiento y lo ejecuta. Luego 
se repite apropiadamente para encontrar un elemento a;, y así sucesivamente, 

Este es el procedimiento que se llevará a cabo para probar el teorema. Pero 
para facilitar las elecciones sucesivas de 2,, 4, ..., aplicaremos un razona- 
miento de inducción y algunos resultados preliminares auxiliares. 

Con este esquema como guía esperamos que la demostración del teorema 
tenga sentido para el lector. No se debe confundir la idea básica de la demos- 
tración —la cual es bastante razonable— con los detalles técnicos, que puede 
ser que ensombrezcan el asunto. De esta manera empezamos ahora a llevar los 
pormenores del esquema de la demostración esbozada anteriormente, 


LEMA 2.10.4. Sea G un grupo abeliano finito de orden mn, donde 
m y n son relativamente primos. Si M = {x € G|x” = ej y N = 
{x € G|x" = ej, entonces G = M x N. Además, si m y n son dis- 


DEMOSTRACIÓN. Se observa rápidamente que los conjuntos M y N antes 
definidos son subgrupos de G. Por otra parte, si m * 1, entonces por el 
teorema de Cauchy (Teorema 2.6.4) se obtiene fácilmente que M A (e) y de 
manera semejante, sin + 1, que NX (e). Además, puesto que MN N es un 
subgrupo tanto de M como de N, por el teorema de Lagrange, |M N N| divide 
alM!| =m y |N| = n. Como m y n son relativamente primos, se obtiene 
¡MO N| = 1, por consiguiente MN N = (e). 

Para finalizar la demostración, se debe probar solamente que G = MN. 
Puesto que m y n son relativamente primos, existen enteros r y s tales que rm + 
sn = 1,Sia€ G, entonces a = a! = a"*"” = gg”; dado que (a*)” = 
ar = e se tiene que a“ € M. De manera semejante, a" E N. Así que 
a = aa" está en MN, De esta manera C = MN. Se deja al lector el últi- 
mo toque, a saber, que G= MXN. 


Un corolario inmediato es 


COROLARIO. Sean G un grupo abeliano finito y p un primo tal que 
pl] |G]. Entonces G = P_ x T para algunos subgrupos P y T, donde 


IP] = p”, m > 0, y |T| no es divisible por p. 


DEMOSTRACIÓN. Sea P = {x € G]x” = e para algún s) y el subconjunto 
T = {x € G|x' = e para f relativamente primo a p}. Por el Lema 2.10.1, G = 
P x Ty P # (e). Puesto que todo elemento de P tiene orden igual a una po- 
tencia de p, recurriendo al teorema de Cauchy se obtiene que |P| = p”. 


Es fácil ver que p | |T| haciendo uso del teorema de Lagrange. Así que en 
realidad se tiene que P no es solamente un subgrupo de G, sino que es el p- 
subgrupo de Sylow de G, 
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Ahora llegamos al paso clave de la demostración del tecrema que se busca. 
Tal demostración es un poco difícil, pero una vez que se tenga este resultado 
el resto será fácil. z 


TEOREMA 2.40.2. Sea G un grupo abeliano de orden p”, p primo, 
y supóngase que a € G tiene el máximo orden de todos los elementos 
de G. Entonces G = A x Q, donde A es el subgrupo cíclico generado 
por a. 


DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en n. Si n = 1, entonces |G| = 
p y G es ya un grupo cíclico generado por cualquier a + e de G. 

Supóngase que el teorema es cierto para todo m < n. Si existe un elemento 
b € G tal que b É A = (a) y b? = e, se demuestra que el teorema es válido. 
Sea B = (b), el subgrupo de G generado por b; así que A A B = (e). 

Sea G = G/B; por hipótesis B * (e), por tanto |G| < |G|. ¿Cuál es 
el orden de g = Ba en G? Afirmamos que o(4) = o(a). Para empezar, se sabe 
que o(a)|0(a) ya que a%(* = e, por lo tanto a%% = (Bay) = Ba” = B. 
Por otra parte 47? = €, asi que 4% E B, y puesto que a" € A, se ve que 

a”%® € A N B = (e), de donde a” = e, Esto dice que o(a)|Jo(a). Por con- 
siguiente o(a) = o(a). 

Puesto que d es un elemento de orden máximo en 6, se sabe por la inducción 
que G = (a) x T para algún subgrupo T de G. Por el segundo teorema de ho- 
momorfismos se sabe también que T = Q/B para algún subgrupo O de G. Afir- 
mamos que G = A x O. Si no fuera así, entonces A N O + (e); sea u € 
A N Q. Entonces u = al € Q, así que a! € Q/B = T, y puesto que (4) N 
T = (€), se tiene que a' = e, por consiguiente e' € B. Peroa EA y AN 
B = (e); por lo tanto, a! = e, es decir, u = a! = e. Por consiguiente, 4 N 
O = (e) y se obtiene que G = A x Q. 

Supóngase, entonces, que no existe ningún elemento b de G, que no esté 
en A, tal que b? = e. Afirmamos que esto obliga a que G = A = (a), en cuyo 
caso G es un grupo cíclico. Supóngase que G + A; sea x EG, x £ A el elemento 
que tiene el menor orden posible. Como o(x”) < o(x), se tiene, por la elección 
de x, que x” E A, por consiguiente x? = a'. Afirmamos que p|i. Supóngase 
que no. Sea m = o(a) = p°; como a es de orden máximo en G, entonces, para 
cualquier c E€ G, o(c) = p" < o(a) = p", por consiguiente r < s, y así 
o(c)lo(a) = m. Por lo tanto, c" = e. 

Ahora bien, x? = a! y se supuso que p } i; por consiguiente m { im/p, y 
así a”? + e, Pero x" = (xPy"? = (aly"? = ag? + e, lo cual contradice el 
hecho observado anteriormente de que x” = e. Así que p]:, por lo tanto i = 
jp yx” = a' = q, Sea y = ax; entonces y E A, ya que x E Aya EA; 
por otra parte, y? = (ax)? = a Y"x? = e. Pero esto hace que se regrese a 
la situación tratada anteriormente, donde existe un x € G, x E A tal que 
x?” = e, en tal caso se vio que el teorema era válido. Así que se debe tener G = 
(a) y Ges un grupo cíclico. Con esto concluye la inducción y se prueba el teore- 
ma. 
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Se puede probar ahora el muy importante y básico 


TEOREMA 2.10.3 (TEOREMA FUNDAMENTAL DE LOS GRU- 
POS ABELIANOS FINITOS). Todo grupo abeliano finito es el producto 
directo de grupos cíclicos. 


DEMOSTRACIÓN. Sea G un grupo abeliano finito y p un primo que divide a 
|G|. Por el corolario del Lema 2.10.1, G = P x T, donde |P| = p”. Por el 
Teorema 2.10.2, P = A, X A, X *:* X Ag, donde los A; son subgrupos cí- 
clicos de P. Razonando por inducción en |G|, se puede de este modo suponer 
que T = T, x T} X ' X Ty donde los T; son subgrupos cíclicos de T. 
Así que 


G= (A, XA2 Xx +: XA) X(T, x Tx “o: x Ti) 
= Aj XA X > XAjg XT] XxX TX co: Xx Ti (Pruébese.) 
Queda así probado este teorema tan importante. O 


Volvemos a los grupos abelianos G de orden p”. Se tiene ahora a la mano 
que G = A¡ X Az X **: Xx Az, donde los A, son grupos cíclicos de orden 
p”. Se puede arreglar la numeración de manera que n; > m > © > Me 
Además, |G| = |A; X A2 X © X Ax] = [Al 142 -+> |A|, lo cual da que 


p" = pipas p™ = p™th+ i Kis: 


por consiguiente n = n) + Ma + *** + ng. De esta manera los enteros n; > 
0 proporcionan una partición de n. Se puede demostrar que estos enteros 7, 
Ma, «+, Ag —los cuales se llaman invariantes de G— son únicos. En otras pa- 
labras, dos grupos abelianos de orden p” son isomorfos si y sólo si tienen los 
mismos invariantes. Dado esto, se sigue que el número de grupos abelianos no 
isomorfos de orden p” es igual al número de particiones de A. 

Por ejemplo, sin = 3, tiene las tres particiones siguientes: 3 = 3,3 =2 + 
1,3 = 1 + 1 + 1, de manera que hay tres grupos abelianos no isomorfos de 
orden p’ (independientemente de p). Los grupos correspondientes a dichas par- 
ticiones son un grupo cíclico de orden p*, el producto directo de un grupo cí- 
clico de orden p? por uno de orden p y el producto directo de tres gru- 
pos cíclicos de orden p, respectivamente. 

Para n = 4 se ve que las particiones son 4 = 4,4 =3 + 1,4= 2 +2, 
4 =2+1+14=1+18+1 + 1, que son cinco en total. Así que existen 
cinco grupos no isomorfos de orden p*. ¿Puede el lector describirlos por medio 
de las particiones de 4? 

Dado un grupo abelíano de orden n = pfp} «-- pix, donde los p; son 
primos distintos y los a; son todos positivos, entonces G es el producto directo 
de sus p; —subgrupos de Sylow (véase, v.gr., el corolario del Lema 2.10.1). 
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Para cada primo p; hay tantos grupos de orden p como particiones de a,. De 
modo que el número de grupos abelianos no isomorfos de orden n = pf --: 
pë es f(a)f(a) +t f(a}, donde f(m} denota el número de particiones de 
m. Así que se sabe cuántos grupos abelianos finitos no isomorfos hay de cual- 
quier orden dado. 

Por ejemplo, ¿cuántos grupos abelianos no isomorfos de orden 144 hay? 
Puesto que 144 = 2°3?, y hay cinco particiones de 4 y dos particiones de 2, 
existen 10 grupos abelianos no isomorfos de orden 144. 

El material tratado en esta sección ha sido dificil, el camino un poco tor- 
tuoso y el esfuerzo para entender bastante intenso. Se dispensa al lector de cual- 
quier otra angustia y por lo tanto no se asignan problemas en esta sección. 





2.11 CONJUGACIÓN Y TEOREMA DE SYLOW (OPCIONAL) 


Al estudiar relaciones de equivalencia en la Sección 2.4 se consideró el concepto 
de conjugación, como un ejemplo de una de tales relaciones en un grupo G. 
Recuérdese que se dice que un elemento b en G es conjugado de a € G si existe 
un x € G tal que b = x"lax. En la Sección 2.4 se demostró que esto define 
una relación de equivalencia en G. La clase de equivalencia de a, que se denota 
por cl (4), se denomina clase de conjugación de a. 

En el caso de un grupo finito se presenta de inmediato una pregunta por 
sí misma: ¿qué tan grande es cl (2)? Desde luego, esto depende fundamental- 
mente del elemento a. Por ejemplo, sia € Z(G), el centro de G, entonces ax = 
xa para todo x € G, por consiguiente x”lax = a; en otras palabras, la clase 
de conjugación de a en este caso consiste simplemente del propio elemento a. 
Por otra parte, si cl(a) consta solamente del elemento a, entonces xlex = 
a para todo x € G; esto implica que xa = ax para todo x € G, por consiguiente 
a E Z(G). De esta manera Z(G) se caracteriza como el conjunto de aquellos 
elementos a de G cuya clase de conjugación tiene sólo un elemento, el mismo g. 

En un grupo abeliano G, dado que G = Z(G), dos elementos son conju- 
gados si y sólo si son iguales. Así que la conjugación no es una relación intere- 
sante para grupos abelianos; sin embargo, para grupos no abelianos es un con- 
cepto sumamente interesante. 

Dado a € G, cl(a) consiste de todos los x”*ax cuando x recorre G. Así 
que para determinar cuáles son los distintos conjugados de a, se necesita saber 
cuándo dos conjugados de a coinciden, que equivale a preguntar: ¿cuándo es 
xax = y lay? En este caso, transponiendo se obtiene a(xy”!) = (xy73a; es 
decir, xy”! debe conmutar con e. Esto conduce a un concepto introducido 
como Ejemplo 10 de la Sección 2.3, el de centralizador de a en G. Repetimos 
algo que se hizo entonces. 





402 


CAPÍTULO 2 + GRUPOS 


DEFINICIÓN. Si a € G, entonces C(a), el centralizador de a en G, 
se define por C(a) = {x € G|xa = ax). 


Cuando C(a) se presentó en la Sección 2.3 se demostró que era un sub- 
grupo de G. Se registra ahora esto de manera más formal como 


LEMA 2.14.4. Para a € G, C(a) es un subgrupo de G. 


Como se vio anteriormente, dos conjugados x”!lax y y” ay de a son iguales 
sólo si xy! € C(a), esto es, sólo si x y y están en la misma clase lateral iz- 
quierda de C(a) en G. Por otra parte, si x y y están en la misma clase lateral 
izquierda de Cía) en G, entonces xy”! € C(a), por consiguiente xy la = 
axy”!, Esto implica que "lex = y7!ay. Así que x y y dan lugar al mismo con- 
jugado de a si y sólo si x y y están en la misma clase lateral izquierda de C(a) 
en G. De esta manera hay tantos conjugados de a en G cuantas clases laterales 
izquierdas hay de C(a) en G. Esto es más interesante cuando G es un grupo 
finito, ya que en ese caso el número de clases laterales izquierdas de C(a) en 
G es lo que se llama índice, ¡¿(C(a)), de C(a) en G, y es igual a |G|/|C(a)l. 

Hemos probado el 


TEOREMA 2.44.2. Sea G un grupo finito y a € G; entonces el número 
de conjugados distintos de æ en G es igual al índice de C(a) en G. 


En otras palabras, el número de elementos en cl (a) es igual a ¿¿(C(a)) = 
IG|/|C({a)l. 

Este teorema, aunque fue relativamente fácil de probar, es muy importante 
y tiene muchas consecuencias. Veremos unas cuantas de ellas aqui. 

Una de tales consecuencias es una especie de resultado de contabilidad. Puesto 
que la conjugación es una relación de equivalencia en G, G es la unión de las 
clases de conjugación disjuntas. Además, por el Teorema 2.11.2, se sabe cuántos 
elementos hay en cada clase. Reuniendo toda esta información, se obtiene, 


TEOREMA 2.41.3 (ECUACIÓN DE CLASE). Si G es un grupo finito, 


Entonces 


Dewe La AE LA 
61 = Bile) = E -oor 


donde la suma se efectúa tomando un a de cada clase de conjugación. 


Es casi una tradición sagrada entre los matemáticos presentar, como primera 
aplicación de la ecuación de clase, un teorema particular relativo a los grupos 
de orden p”, donde p es primo. No queriendo ser acusados de herejía, seguimos 
esta tradición y se prueba el bonito e importante: 
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TEOREMA 2.44.4. Si G es un grupo de orden p", donde p es primo, 
entonces Z(G), el centro de G, no es trivial (es decir, existe un elemento 
a+ e en G tal que ax = xa para todo x € G). 


DEMOSTRACIÓN. Se hará uso de la ecuación de clase para llevar a cabo la de- 
mostración. Sea z = |[Z(G)|; como se señaló previamente, z es el número de 
elementos de G cuya clase de conjugación tiene solamente un elemento. Puesto 
que e € Z(G), z > 1. Para cualquier elemento b fuera de Z(G), su clase de 
conjugación contiene más de un elemento y |C(b)| < |G|. Por otra parte, dado 
que |C(b)| divide a |G| por el teorema de Lagrange, |C(b)| = p"*, donde 
1 < n(b) < n. Se dividen las partes de la ecuación de clase en dos: las que pro- 
vienen del centro y las restantes. De esta manera se obtiene, 


iG] p" 
=|[G|=z24+ Y =2+ Y zp =+ Po pir, 
bEZIG) i\c{b)l nihan poo niban 





Evidentemente, p divide el lado izquierdo, p”, y divide a Eqpenp" "09. El 
resultado neto de esto es que plz, y dado que z > 1, se tiene que z es por lo 
menos p. Así que, puesto que z = HO, debe haber un elemento a + e en 
Z(G), lo cual prueba el teorema. 


El teorema anterior tiene una interesante aplicación, la que algunos lectores 
pueden haber visto al resolver el Problema 45 de la Sección 2.5. Esta es 


TEOREMA 2.44.5. Si G es un grupo de orden p?, donde p es primo, 
entonces G es abeliano. 


DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 2.11.4, Z(G) + (e), de tal manera que hay 
un elemento, a, de orden p en Z(G}. Si A = (a), el subgrupo generado por 
a, entonces A C Z(G}, por consiguiente A C C(x) para todo x € G. Dado 
x €G, x £ A, entonces C(x) D A y x € C(x); así que |C(x)| > p, no obs- 
tante |C(x)| debe dividir a p°. El resultado neto de esto es que |C(x)] = p?, 
por lo tanto C(x) = G, de donde x € Z(G). Puesto que todo elemento de G 
está en el centro de G, éste debe ser abeliano. 


En los problemas que vienen se darán muchas aplicaciones de la naturaleza 
de los grupos de orden p”, donde p es primo. El ataque natural sobre virtual- 
mente todos estos problemas sigue los lineamientos del razonamiento que es- 
tamos a punto de dar. Elegimos una opción, de un amplio conjunto posible, 
para ilustrar dicha técnica. 


TEOREMA 2.14.6. Si G es un grupo de orden p”, p primo, entonces 
G contiene un subgrupo normal de orden p”-*, 
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DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en n. Sin = 1, entonces G es de 
orden p y (e) es el subgrupo normal requerido de orden p!? = p° = l, 

Supóngase que se sabe que para algún k todo grupo de orden p* ene un 
subgrupo normal de orden p*—!. Sea G de orden p**?; por el Teorema 2.11.4 
existe un elemento a de orden p en Z(G), el centro de G. De esta manera el 
subgrupo A = (a) generado por a es de orden p y normal en G. Considérese 
T = G/A; T es un grupo de orden |[G|/|4| = p***/p = p* por el Teorema 
2.6.3. Puesto que T tiene orden p*, se sabe que I tiene un subgrupo normal 
M de orden p*-—!. Dado que T es una imagen homomorfa de G, por el segundo 
teorema de homomorfismos (Teorema 2.7.2) existe un subgrupo normal N en 
G, N D A, tal que N/A = M. Pero entonces se tiene 


PORTANEL 
mi a Ap? 


es decir, p*=! = |N[/p, lo cual conduce a|N| = p*. Nes el subgrupo normal 
requerido en G de orden p*. Esto completa la inducción y así se prueba el 
teorema. 


La más importante aplicación que se hace de la ecuación de clase es con 
mucho la demostración de un teorema de gran alcance debido a Sylow, un ma- 
temático noruego, quien lo probó en 1871. Ya se demostró que este teorema 
es válido para grupos abelianos. Ahora se probará para cualquier grupo finito. 
Es imposible exagerar la importancia del teorema de Sylow en el estudio de grupos 
finitos. Sin él no se podría desarrollar el tema. 


TEOREMA 2.44.7 (DE SYLOW). Supóngase que G es un grupo de 
orden p"m, donde p es un primo yp m. Entonces G tiene un subgru- 
po de orden p”. 


DEMOSTRACIÓN. Si n = 0, entonces p 4 |G| y no hay nada que probar. 
Se supone por lo tanto que » > 1. De nuevo se procede por inducción en | Gl, 
suponiendo que el resultado es verdadero para todos los grupos AH tales que 
|A| < |G. 

Supóngase que el resultado es falso para G. Entonces, por la hipótesis de 
inducción, p” no puede dividir a | H| para cualquier subgrupo H de G si 
H + G. En particular, si a € Z(G), entonces C(a) * G, por consiguiente 
p" + 1C(a)|. De esta manera p| |G|/|C(a)] = ¡¿(C(a)) para a € Z(G). 

Escríbase la ecuación de clase para G siguiendo los lineamientos del razona- 
miento del Teorema 2.11.4. Si z = |Z(G)|, entonces z > 1 y 


= |G|]=z+ t, y Í(C(a)). 
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Pero plic(C({a)) si a € Z(G), así que pl EsezciiclC(a)); puesto que p|p"m, 
se obtiene p|z. Por el teorema de Cauchy hay un elemento a de orden p en Z(G), 
ya que p|z = |Z(G)|. Si A es el subgrupo generado por a, entonces |A| = p 
y A a G, puesto que a € Z(G). Considérese T = G/A; |T| = |G|/J4] = 
p"m/p = p™—'m. Dado que |T| < ]G|, por la hipótesis de inducción T tiene 
un subgrupo M de orden p””!. Sin embargo, por el segundo teorema de ho- 
momorfismos existe un subgrupo P de G tal que P D A y P/A = M. Por lo 
tanto, |P] = |M! [A| = p™—'p = p”; de esta manera se encuentra que P es un 
subgrupo de G de orden p”, contradiciendo la suposición de que G no tenía 
ninguno de tales subgrupos. Esto completa la inducción y se establece el teorema 
de Sylow. 


En realidad el teorema de Sylow consiste de tres partes, de las cuales sola- 
mente probamos la primera. Las otras dos son (suponiendo p*m = |G!, donde 
pim): 


1. Cualquier par de subgrupos de orden p” en G son conjugados; es decir, si 
IP] = |Q| = p”, P, Q subgrupos de G, entonces para algún x € G, Q = 
x—!Px. 


2. El número de subgrupos de orden p” en G es de la forma 1 + kp y divide 
a |G|. 


Puesto que dichos subgrupos de orden p” surgen por todas partes, se les 
llama p-subgrupos de Sylow de G. Un grupo abeliano tiene un p-subgrupo de 
Sylow para todo primo p que divida a su orden. Esto dista mucho de ser cierto 
en el caso general. Por ejemplo, si G = S,, el grupo simétrico de grado 3, que 
tiene orden 6 = 2 * 3, hay tres 2-subgrupos de Sylow (de orden 2) y un 3-subgrupo 
de Sylow (de orden 3). 

Quienes deseen analizar varias demostraciones de la parte del teorema 
de Sylow que se probó anteriormente y de las otras dos, pueden examinar la 
sección correspondiente del libro del mismo autor, Álgebra Moderna. 


PROBLEMAS 2.11 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. En S;, el grupo simétrico de grado 3, encuéntrense todas las clases de con- 
jugación y verifíquese la validez de la ecuación de clase determinando los 
órdenes de los centralizadores de los elementos de S,. 


2, Resuélvase el Problema 1 cuando G es el grupo diédrico de orden 8. 


3. Si a € G, demuéstrese que C(x lex) = xx" C(a)yx. 
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4. Si ẹ es un automorfismo de G, demuéstrese que C(p(a)) = g(C(a)) para 
a€ G. , 
5. Si |G| = p? y |Z(G)]| > p?, demostrar que G es abeliano. 


6. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y P < G, pruébese que P es el único 
p-subgrupo de Sylow de G. 


7. Si P < G, P un p-subgrupo de Sylow de G, pruébese que y(P) = P para 
todo automorfismo e de G. 


8. Utilicese la ecuación de clase para dar una demostración del teorema de 
Cauchy. 


Si H es un subgrupo de G, sea N(H) = {x € G|x"'Hx = H}. Esto no 
significa que si x€ N(H), a€ H, entonces xa = ax. Por ejemplo, 
si H <a G, entonces N(H) = G, no obstante H no está necesariamente en 
el centro de G. 


9. Probar que N( H) es un subgrupo de G, H C N(R) y H < MUH). 
10. Probar que N(x"1Hx) = x"N(Hx. 


11. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, pruébese que P es un p-subgrupo de 
Sylow de N(P) y que es el único, 


12. Si P es un p-subgrupo de Sylow y a € G es de orden p” para algún m, de- 
muéstrese que si a ¡Pa = P entonces a € P. 


13. Pruébese que si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, entonces 
el número de subgrupos distintos x'Hx de G es igual a ¡¿(N(H)). 


14. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, demuéstrese que el número de dis- 
tintos x|Px no puede ser múltiplo de p. 


15. Si N < G, sea B(N) = {x E€ G|xa = ax para todo e € N}. Pruébese que 
B(N) a G. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 
16. Demuéstrese que un grupo de orden 36 tiene un subgrupo normal de orden 
3 o 9. (Sugerencia: Véase el Problema 40 de la Sección 2.5.) 


17. Demuéstrese que un grupo de orden 108 tiene un subgrupo normal de orden 
9 027. 


18. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, demuéstrese que N(N(P)) = N(P). 


19. Si |G| = p”, probar que G tiene un subgrupo de orden p” para todo | < 
mzn. 


20. Si p”! |G], probar que G tiene un subgrupo de orden p”. 
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21, 
23. 


Si |G| = p” y H + G es un subgrupo de Ħ, demuéstrese que N(H) > H. 


Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Defínase para a, bE G, a ~ b 
si b = h`'ah para algún h E H. Pruébese que 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29 


Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Definase para a, bE G, 

a ~ bsib = h™'ah para algún h € H. Pruébese que 

(a) esto define una relación de equivalencia en G. 

(b) Si {a} es la clase de equivalencia de a, demuéstrese que si G es un grupo 
finito, entonces {a} tiene m elementos, donde » es el indice de H N C(a) 
en A, 


Si G es un grupo y H un subgrupo de G, defínase para los subgrupos 

A, B que B ~ A si B = h™'Ah para algún h € H. 

(a) Pruébese que esto define una relación de equivalencia en el conjunto de 
subgrupos de G. 

(b) Si G es finito, demuéstrese que el número de subgrupos distintos equi- 
valentes a A es igual al índice de N(A) N H en H. 


Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, sea S el conjunto de todos los 
p-subgrupos de Sylow de G. Para Q,, Q,€ S definase Q, ~ Q; si 
Q, = a Qa con a € P. Utilizando esta relación, pruébese que si Q + P, 
entonces el número de distintos 27!'Qa, con a € P, es un múltiplo de p. 


Aplicando el resultado del Problema 25, demuéstrese que el número de p- 
subgrupos de Sylow de G es de la forma 1 + kp. (Esta es la tercera parte 
del teorema de Sylow.) 


Sean P un p-subgrupo de Sylow de G y Q otro de ellos. Supóngase que 

Q + x`'Px para cualquier xE G. Sea S el conjunto de todos los 

y 73Qy, cuando y recorre todo G. Para Q,, Q, € S defínase Q, ~ Q; si 

Q, = a`™'Qa, donde a € P. 

(a) Demuéstrese que esto implica que el número de distintos y”'Qy es un 
múltiplo de p. 

(b) Aplicando el resultado del Problema 14, demostrar que no puede ser 
válida la conclusión de la parte (a). 

(c) A partir de esto pruébese que dado cualquier par de p-subgrupos de Sylow 
P y Q de G, entonces Q = x”'Px para algún x € G. (Esta es la segunda 
parte del teorema de Sylow.) 


Si H es un subgrupo de G de orden p”, demostrar que H está contenido 
en algún p-subgrupo de Sylow de G. 


. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y a, b € Z(P) son conjugados en G, 


pruébese que ya son conjugados en N(P). 


L GRUP 
SIMÉTRICO 


3.4 PRELIMINARES 


Recordemos un teorema de grupos abstractos demostrado en el Capítulo 2. Di- 
cho resultado, conocido como teorema de Cayley (Teorema 2.5.1), afirma que 
todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de A(S), el conjunto de las aplicacio- 
nes inyectivas del conjunto S sobre sí mismo, para algún S apropiado. En reali- 
dad, en la demostración que dimos se utilizó como S el mismo grupo G 
considerado simplemente como un conjunto. 

Históricamente, los grupos se originaron primero de esta manera, mucho 
antes de que fuera definido el concepto de grupo abstracto. En los trabajos de 
Lagrange, Abel, Galois y otros, encontramos resultados sobre grupos de per- 
mutaciones que fueron demostrados a finales del siglo XVIII y a principios del 
XIX. Sin embargo, no fue sino hasta mediados del siglo XIX que Cayley introdujo 
más o menos el concepto abstracto de grupo. 

Puesto que la estructura de grupos isomorfos es la misma, el teorema de 
Cayley señala un cierto carácter universal de los grupos A (S). Si conociéramos 
la estructura de todos los subgrupos de A (S) para cualquier conjunto S, cono- 
ceríamos la estructura de todos los grupos. Esto sería demasiado pedir. No obs- 

x tante, se podria intentar explotar este empotramiento de tipo isomorfo de un 
grupo arbitrario G dentro de algún A(S). Lo anterior tiene la ventaja de trans- 
formar G como un sistema abstracto en algo más concreto, a saber, un con- 
junto de aplicaciones precisas de algún conjunto sobre sí mismo. 

No nos ocuparemos de los subgrupos de A(S) para un conjunto arbitrario 
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S. Si S es infinito, A (S) resulta ser un objeto muy ““arisco”? y complicado. Aun 
en el caso de que S sea finito, la naturaleza completa de A(S) es virtualmente 
imposible de determinar. 

En este capítulo se considera solamente A (S) para un conjunto S finito. Re- 
cuérdese que si S tiene n elementos, entonces A(S) se llama grupo simétrico de 
grado n, y se denota con S,. Los elementos de S, se llaman permutaciones; se 
denotarán con letras griegas minúsculas. 

Dado que dos elementos o, 7 € A(S) se multiplican por medio de la regla 
(orXs) = o(r(s)); ésta tendrá el efecto de que cuando se introduzcan símbolos 
apropiados para representar los elementos de S,,, dichos símbolos, o permuta- 
ciones, se multiplicarán de derecha a izquierda. Si los lectores consultan algún 
otro libro de álgebra, deben asegurarse de la manera en que se estén multipli- 
cando las permutaciones: de derecha a izquierda o de izquierda a derecha. Con 
mucha frecuencia, los algebristas multiplican permutaciones de izquierda a de- 
recha. Para ser consistentes con nuestra definición de composición de elemen- 
tos de S,,, lo haremos de derecha a izquierda. 

Por el teorema de Cayley se sabe que si G es un grupo finito de orden n, 
entonces G es isomorfo a un subgrupo de S, y S, tiene n! elementos. Vagamen- 
te hablando, se dice normalmente que G es un subgrupo de S,. Puesto que n 
es mucho más pequeño que n! aun cuando n sea modestamente grande, el gru- 
po ocupa tan sólo un pequeño rinconcito de S,. Sería deseable meter a G 
en un S, con el menor n posible. Esto es factible para ciertas clases de grupos 
finitos. 

Sea S un conjunto finito de n elementos; se puede suponer que S = 
{Xi X2, . . ., Xn}. Dada la permutación o € S, = A(S), entonces o(x,) E S para 
k = 1,2, ..., n, de manera que o(x,) = x, para algún i, 1 < i < n. Como 
o es inyectiva, si j 4 k, entonces Xx, = o(x;) + a(x) = x,; por lo tanto, los 
números i, h, ..., i son simplemente los números 1, 2, ..., n acomodados 
en algún orden. 

Evidentemente, la acción de ø en S se determina por lo que ø hace al subín- 
dice j de x;, así que el símbolo “*x”” sale sobrando y se puede descartar. En for- 
ma breve, se puede suponer que S = (1, 2, ..., n}. 

Recordemos lo que se entiende por producto de dos elementos de A (S). Si 
a, T E A(S), se definió o7 por (sr Xs) = o(r(s)) para todo s E S. En la Sección 
1.4 del Capítulo 1 se demostró que A(S) satisface cuatro propiedades que 
se utilizaron posteriormente como modelo para definir el concepto de grupo abs- 
tracto. Así que S,,, en particular, es un grupo relativo al producto de apli- 
caciones. 

Lo primero que se necesita es una manera práctica para denotar una per- 
mutación, es decir, un elemento o de S,. Una manera clara es hacer una tabla 
que muestre lo que ø hace a cada uno de los elementos de S. Ésta podría 
llamarse gráfica de o. Ya se hizo esto anteriormente, al expresar o, diga- 
mos o € Sy, en la forma: 0: Xx, > X2, X > X3, X3 > xı; pero resulta incómodo 
y consume espacio. Desde luego se puede hacer más compacta eliminando las 
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1 2 3 
2 3 1 
en el segundo renglón es la imagen con respecto a y del número que se encuentra 
en el primer renglón directamente sobre él. En todo esto no hay nada en es- 
pecial acerca del 3; funciona igual de bien para cualquier n. 


x y escribiendo ) . En este símbolo el número que se encuentra 


Sio E S, y o(l) = i, 0(Q) = h, ..., a(n) = i,, se emplea el símbolo 
( 1 2 n l a 1 2 -n | 
A . | para representar ø y se escribe o = |;  . ele 

\ l l3 ln 1 l2 ag ln 





Obsérvese que no es necesario escribir el primer renglón en el orden usual 
1 2 +-+- n; de cualquier manera que se escriba el primer renglón, mientras 
los į; se lleven consigo como corresponde, se tiene todavía ø. Por ejemplo, en 
el caso citado de S,, 


o=f) 2 3) (3 1 Jan 1 a] 
ETS MEM D A A Y 


q nA o a día 
Si se sabe que o = hi a o A | , ¿a qué es igual o7*? Es fácil, 
1 2 n 
simplemente inviértase el símbolo de ø y se obtiene o”? = [1 3 E in), 
er 


(Pruébese.) En el ejemplo 


dE E 2 4 =h? 3 1) = E 2 A 
2 3 17 1 2 3 3 1 2) 


El elemento identidad —que será expresado como e~ es simplemente e = 


E J sini Al 
1 2 ... nj 


¿Cómo se traduce el producto de S, en términos de estos símbolos? Dado 
que ør significa: ““aplíquese primero 7 y al resultado aplíquese o””, al formar 
el producto de los símbolos de ø y 7 se examina el número k del primer ren- 
glón de 7 y se ve qué número i está directamente abajo de k en la segunda 
fila de 7. Luego se observa el lugar de i, en el primer renglón de ø y se ve 
qué se encuentra directamente abajo de él en el segundo renglón de o. Esta es 
la imagen de k respecto a ør. Luego se pasa por k = 1,2, ..., n y se obtiene 
el símbolo para ør. Esto se realiza a simple vista. 

Se ilustra lo anterior con dos permutaciones 


E 
2 3 1 5 4) Eog S O 2 


es Ss. Entonces or = E 2 3 4 za 


1 5 4 2 3) 
La economía lograda de esta manera no es suficiente aún. Después de todo, 
el primer renglón es siempre 1 2 ++- n, así que se podría omitir y escribir 
| 1 2 
g = á A 
t1 l2 it n 
encontrará una forma mejor y más breve de representar permutaciones. 


como (i, b, ..., i). En la siguiente sección se 
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PROBLEMAS 3.1 


1. Determinar los productos. 


(a) ll 2 3 4 5 E 2 3 4 5 e] 
6 4 5 2 1 312 3 4 5 6 1) 
b) E 2 3 4 a 2 3 4 A 
2 1 3 4 53 2 1 4 5 
© P 2 3 4 w 2 3 4 5) 
4 1 3 2 5 2 1 3 4 5 


1 2 3 4 5 
x3 1 de 2 5) 


2. Calcúlense todas las potencias de cada permutación (es decir, evaluar 
o* para todo k). 


1 2 3 4 5 6 
(a) p IA SG 1) 

1 2 3 4 5 7 
(b) la 1.3406 05 dl 

1 2 3 4 5 6 
9 f 4 5 2 1 dl 

1 2 dale n e hood sion ia 
3. Pruébese que | ; A a A -(i > dl 7): 


4. Encuéntrese el orden de cada uno de los elementos del Problema 2. 


5. Encuéntrese el orden de los productos obtenidos en el Problema 1. 





3.2 DESCOMPOSICIÓN EN CICLOS 





Continuamos el proceso de simplificación de la notación empleada para repre- 
sentar una permutación dada. Al hacerlo, se obtiene algo más que un mero sím- 
bolo nuevo; se obtiene un mecanismo para descomponer cualquier permutación 
como un producto de permutaciones particularmente cómodas. 


DEFINICIÓN. Sean i,, i, ..., i k enteros distintos en S = 
11,2, ..., n}. El símbolo (à i iz) representará la permutación 
o € S, donde o(í,) = i, olh) = kh, ..., 0(ij) = ij; paraj < k, 
a(i) = i, y o(s) = s para cualquier sE S si s # i, b, ..., ip. 


Por consiguiente, en S, la permutación (1 3 5 4) es la permutación 
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E 2 3 4 5 6 7 
3 2 51467 j 
se llama ciclo de orden k o k-ciclo. Para el caso especial k = 2, la permutación 
(i i) se llama transposición. Obsérvese que si ø = (i i “"* ią), entonces 
o es igualmente ( i i tt ika)(iki ik h h o i2), y así su- 
cesivamente. (Pruébese.) Por ejemplo, 


). Una permutación de la forma (å i :** i) 


(135 4=(41 3 5=(54 1 3)=G 5 4 1). 


Dados dos ciclos, digamos un k-ciclo y un m-ciclo, se dice que son ciclos 
disjuntos o ajenos si no tienen ningún entero en común. De donde (1 3 5) 
y(4 2 6 7) son ciclos ajenos en $}. 

Dados dos ciclos ajenos en S, afirmamos que conmutan. La demostración 
de ello se deja al lector, con la sugerencia de que si ø, 7 son ciclos ajenos, se 
debe verificar que (or)X(¿) = (roXi) para todo i E S = (1,2, ..., n}. Expresa- 
mos este resultado como 


LEMA 3.2.4. Si a, r € S, son ciclos ajenos, entonces or = 70. 


Consideremos un k-ciclo particular o = (1 2 :-- k)enS,. Evidente- 
mente, 0(1) = 2 por la definición dada anteriormente; ¿cómo se relaciona 3 
con 1? Puesto que (2) = 3, se tiene 01) = 0(2) = 3. Continuando, se ve 
que 0/(2) = ¡+ 1 para j < k- 1, mientras que 0*(1) = 1. En realidad, 
se ve que o = e, donde e es el elemento identidad de S,,. 

Hay dos cosas que se concluyen del párrafo anterior. 
El orden de un k-ciclo, como elemento de S,,, es k. (Pruébese.) 
2. Sio =(i i +: i)esun k-ciclo, entonces la órbita de i, respecto a o 

(véase el Problema 27 de la Sección 1.4 del Capítulo 1) es {i ia, ..., ix). 

De modo que es posible advertir que el k-ciclo ø = (i i >> i)es 


o= (i o(i) (i) = a*-1(i)). 


pudo 


Dada cualquier permutación 7 en S, para ¡€ {1, 2, ..., n}, con- 
sidérese la órbita de i respecto a 7; entonces tenemos que dicha órbita es 
Li, T (i), 720), ... 7 1(1)), donde 71) = iy s es el menor entero positivo con 
esta propiedad. Considérese el s-ciclo (i r(i) 7*(1) +- Tr*"1(1)); se le 
llama ciclo de t determinado por i. 

Se considera un ejemplo específico y se encuentran todos sus ciclos. Sea 


ds E E E 
3 9 4 1 5 6 2 7 8P 


¿cuál es el ciclo de 7 determinado por 1? Afirmamos que es (1 3 4). ¿Por 
qué? 7 lleva al 1 hacia 3, al 3 hacia 4 y al 4 hacia 1, y puesto que 7(1) = 3, 
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T41) = 7(3) = 4, 70) = 7(4) = 1. Esto se puede obtener visualmente zigza- 


gueando entre líneas 
( 2345678 >) 
' en 
dos w! 
394156278 


por medio del trazo punteado. ¿Cuál es el ciclo de 7 determinado por 2? Zigza- 


gueando 
t 2 34556 7 9 
( A t ) 


== 


39%4156 7 8 


según la línea punteada, se ve que el ciclo de 7 determinado por 2 es (2 9 8 7). 
Los ciclos de 7 determinados por 5 y 6 son (5) y (6), respectivamente, ya que 
7 deja fijos a 5 y 6. Así que los ciclos de 7 son (1 3 4), (2 9 8 7), (5) 
y (6). Por lo tanto se tiene que 7 = (1 3 4X2 9 8 7X5X6), donde se 
consideraron estos ciclos —definidos anteriormente— como permutaciones en 
Sy porque todo entero en S = (1, 2, ..., 9) aparece en uno, y solamente en 
un ciclo y la imagen de cualquier ¡respecto a 7 se lee en el ciclo en que aparece. 

La permutación 7 anterior, con la cual se llevó a cabo el razonamiento que 
se dio, no reviste nada en especial. El mismo razonamiento sería válido para 
cualquier permutación en S, y para cualquier n. Se deja al lector la redacción 
formal de la demostración. 


TEOREMA 3.2.2. Toda permutación en S, es el producto de ciclos 


Al expresar una permutación ø como un producto de ciclos ajenos, se omi- 
ten todos los ciclos de orden 1; es decir, se ignoran los į tales que o(i) = i. De 
esta manera o = (1 2 314 5)enS,es la forma en la que se escribiría o = 
(1 2 3X4 51617). En otras palabras, al escribir vd como un producto 
de k-ciclos, con k > 1, se supone que o deja fijo a cualquier entero que no 
esté presente en ninguno de los ciclos. Así que en el grupo S,, la permutación 
Tr=(1 5 6(2 3 9 8 7) deja fijos al 4, 10 y 11. 

¿Cuál es el orden de un k-ciclo como elemento de S,? Afirmamos que es 
k. También aquí se deja la demostración al lector. 


LEMA 3.2.3. Si 7 es un k-ciclo en S,, entonces el orden de 7 es K; 
k 


esto es, 7% = e y ríHe para 0< j< k. 

Considérese la permutación 7 = (1 2G 4 5 6X7 8 9)en S. ¿Cuál 
es su orden? Puesto que los ciclos ajenos (1 2),(3 4 5 6),(7 8 9)con- 
mutan, 7” = (1 233 4 5 6)"(1 8 9)”; para que 7” = e se requie- 
re (123 = e, (3 4 5 6" = €e, (1 8 9)” = e. (Pruébese.) Para que 
(7 8 9)” = e, se debe tener que 3|m, ya que (7 8 9) es de orden 3; para 
que(3 4 5 6)” = e, se debe tener que 4|m, porque (3 4 5 6)es deor- 
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den 4, y para que (1 2)” = e, se debe tener que 2|m, porque (1 2) es 
de orden 2. Esto dice que m debe ser divisible entre 12. Por otra parte, 


2= (1 23 450% 8 9”? = 


De manera que 7 es de orden 12. 
De nueva cuenta aquí no entran en escena las propiedades especiales de 7. 
Lo que se hizo para 7 funciona para cualquier permutación. Se prueba 


TEOREMA 3.2.4. Supóngase que a € S, tiene descomposición cícli- 
ca en ciclos ajenos de longitud Mi, My, ..., My. Entonces el orden de 
g ges el mínimo común múltiplo de m,, M, ..., My. 


DEMOSTRACIÓN. Sea o = 7,7, :** Tp, donde los 7, son ciclos ajenos de longi- 
tud m;. Puesto que los 7, son ciclos ajenos, 7,7, = 7,7; por lo tanto si M es el 
mínimo común múltiplo de m,, Ma, ..., Mg, entonces o™ = (7,7, :** 7, = 
TMM --- 7M = e (ya que 7% = e debido a que 7, es de orden m; y m;| M). Por 
consiguiente, el orden de ø es a lo sumo M. Por otra parte, si a” = e, entonces 
TTA +-- t = e; esto obliga a que cada 7 = e (pruébese) porque las 
7, Son permutaciones ajenas, por lo tanto m,|N, ya que 7, es de orden m,. De 
manera que N es divisible por el mínimo común múltiplo de m,, Mz, ..., Mx, 
así que M|N. Por consiguiente, se ve que g es de orden M como se afirma en 
el teorema. 


Nótese que es imperativo que en el teorema los ciclos sean ajenos. Por 
ejemplo, (1 2)y (1 3), que no son ajenos, son cada uno de orden 2, pero 
su producto (1 2X1 3)= (1 3 2) es de orden 3. 

Consideremos el Teorema 3.2.4 en el contexto de un acomodo de naipes. 
Supóngase que un conjunto de 13 cartas se acomoda de tal manera que la carta 
de arriba se coloca en la posición de la tercera, la segunda en la de la cuarta, 

, la ¡ésima en la posición i + 2, trabajando en mód 13. Considerado 


como una permutación, o, de 1, 2, ..., 13, el acomodo se convierte en 
Goes la 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2p 


y o es simplemente el 13-ciclo (1 3 5 7 9 11 13 2 4 6 8 10 12), 
así que ø es de orden 13. ¿Cuántas veces se debe realizar el acomodo para vol- 
ver las cartas a su orden original? La respuesta es sencillamente el orden de v, 
es decir, 13. De manera que se requiere realizar 13 veces el acomodo para vol- 
ver las cartas a su posición inicial. . 

Modifiquemos el acomodo anterior. Supóngase que las cartas se acomodan 
como sigue. Se toma primero la carta superior y se coloca en el penúltimo lugar 
y luego se aplica el acomodo descrito anteriormente. ¿Cuántas veces se requiere 
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ahora realizar el nuevo acomodo para volver las cartas a su posición original? 
La primera operación es el acomodo expresado por la permutación 7 = 
(1 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2) seguida por la o de antes. Así que 
se debe calcular g7 y encontrar su orden. Pero 


or=(1 35 79 11 1324 6 8 10 12) 
x(1 12 11 1098 7 6 5 4 3 2) 


=(1)(2 34567 38 9 10 11 12 13), 


por lo tanto es de orden 12. De manera que se requiere realizar 12 veces el aco- 
modo para que las cartas vuelvan a su orden inicial. 

¿Se puede encontrar un acomodo de las 13 cartas que requiera de 42 reali- 
zaciones, o de 20? ¿Qué acomodo requeriría el mayor número de realizaciones 
y cuál sería dicho número? 

Regresamos a la discusión general. Considérese la permutación (1 2 3); 
se ve que (1 2 3)= (1 3 2). También se puede ver que (1 2 3) = 
Q 3X1 3). Así que dos cosas son evidentes. Primero, se puede escribir 
(1 2 3) como el producto de dos transposiciones, y en al menos dos ma- 
neras distintas. Dado el X-ciclo (ji :** ią), entonces (i iu: h) = 
(i Xi dy (i h), así que todo k-ciclo es el producto de k transpo- 
siciones (si k > 1) y se puede realizar de varias maneras, no de manera única. 
Como toda permutación es el producto de ciclos ajenos y todo ciclo es un pro- 
ducto de transposiciones, se tiene 


TEOREMA 3.2.5. Toda permutación en S, es el producto de transpo- 
siciones. 


Realmente este teorema no es de sorprender ya que, después de todo, dice 
precisamente que cualquier permutación se puede efectuar realizando una serie 
de intercambios de dos objetos en cada ocasión. 

Vimos que no hay unicidad en la representación de una permutación dada 


como producto de transposiciones. Sin embargo, como se verá en la Sección 
3.3, algunos aspectos de dicha descomposición son en efecto únicos. 


PROBLEMAS 3.2 


PROBLEMAS FÁCILES 
1. Demuéstrese que si o, 7 son dos ciclos ajenos, entonces 07 = 70. 


2. Hallar la descomposición en ciclos y el orden. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 
(a (3 1 4 2 7 6 9 8 A 
1 2 3 4 5 6 7 
0 (7 6 5 4 3 2 i) 
1 2 3 4 5 6 7 
(o (7 6 5 3 4 2 a) 


x|} 2 3 4 5 6 3) 
2 3 1 5 6 7 4f 


3. Exprésese como producto de ciclos ajenos y encuéntrese el orden. 
(a) (1 2 3 5 72 4 7 6). 
(b) 12301304). 
O ( 2 34 512346912347. 
(da 2 31 3 2. 
(e) (1 2 33 5 7 91 2 3y.. 
(Ma 2.3 4 5}. 
4. Formular una demostración completa del Teorema 3.2.2. 
5. Demuéstrese que un X-ciclo tiene orden k. 


6. Encuéntrese un acomodo de un juego de 13 naipes que requiera 42 realiza- 
ciones para regresar las cartas a su orden original. 


7. Resuélvase el problema anterior para un acomodo que requiera 20 realiza- 
ciones. 


8. Exprésense las permutaciones del Problema 3 como producto de transposi- 
ciones. 


9. Dadas las dos transposiciones (1 2)y(1 3), encuéntrese una permutación 
o tal que o(1 2)o7! = (1 3). 


10. Pruébese que no existe ninguna permutación ø tal que o(1 2)o”! = 
a 2 3). 


11. Demostrar que existe una permutación o tal que v(1 2 3)o”! = (4 5 6). 


12. Pruébese que no existe ninguna permutación ø tal que o(1 2 3)oa* = 
(1 24 6 7. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 
13. Pruébese que (1 2) no se puede expresar como producto de 3-ciclos ajenos. 


14. Pruébese que para cualquier permutación a, aro”! es una transposición si 
7 lo es. 
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15. Demuéstrese que si 7 es un k-ciclo, entonces oro”? es también un k-ciclo, 
para cualquier permutación o. 


16. Sea $ un automorfismo de S,. Demuéstrese que existe un elemento o € $, 
tal que $(7) = o !7o0 para toda 7 € $. 


17. Considérense (1 2)y(1 2 3 -::: n)enS,.Demuéstrese que cualquier 
subgrupo de S„ que contenga a estas dos permutaciones debe ser igual a to- 
do S, (así que dichas permutaciones generan S,,). 


18. Si 7, y 7, son dos transposiciones, demuéstrese que 7,7, se puede expresar 
como producto de 3-ciclos (no necesariamente ajenos). 


19. Pruébese que si 7,, 7, y 73 Son transposiciones, entonces 7,7,71, + e, el 
elemento identidad de S,,.. 


20. Si 7,, 7, son transposiciones distintas, demuéstrese que 7,7, es de orden 2 
o 3. 


21. Si o, 7 son dos permutaciones que no tienen símbolos en común y 07 = e, 
pruébese que o = 7 = e. 

22. Determinar un algoritmo para obtener oro”! para permutaciones cuales- 
quiera o, 7 de S,,. 


23. Sean o, 7 dos permutaciones tales que ambas tienen descomposiciones en 
ciclos ajenos de longitudes m,, m2, ..., Mx. (En tal caso se dice que 
tienen descomposiciones semejantes en ciclos ajenos.) Pruébese que para al- 
guna permutación p, T = pop”. 


24. Encuéntrese la clase de conjugación en S, de (1 2 ++: n). ¿Cuál es el 
orden del centralizador de (1 2 ++: n)enS,? 


25. Resuélvase el problema anterior para ø = (1 2X3 4). 


3.3 PERMUTACIONES IMPARES Y PARES 


En la Sección 3.2 se observó que aunque toda permutación es el producto 
de transposiciones, esta descomposición no es única. Sin embargo, se co- 
mentó que ciertos aspectos de esta clase de descomposición son únicos. Ahora 
se examina esto a fondo. 

Consideremos el caso especial de S}, ya que aquí se puede ver todo explíci- 
tamente. Sea f(x) = (Xx, — x)(x; — x)(x — X3) una expresión en las tres va- 
riables x,, x2, x3. Hacemos que S, actúe sobre f(x) como sigue. Si o E $3, 
entonces f 


o*(£()) = (Xs) T A a) T a A) T X0) 


Se examina lo que o* hace a f(x) para unas cuantas de las ø en $3. 
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Considérese ø = (1 2); entonces a(1) = 2, 0(2) = 1, y 0(3) = 3, de tal 
manera que - 


o*(f(x)) = (Xam A 2 A Z ra A) T Xa(3)) 


= (% — Xx1)0% — 3 MX — X3) 


(xy — XX — 3), — x) 


f(x). 


Así que o*, que proviene deo = (1 2), cambia el signo de f(x). Examinemos 
la acción de otro elemento, r = (1 2 3), de S, en f(x). De modo que 


TLC) = Oam = AJO 7 Aa — X) 
= (xXx) — x1)06 — x) 
= (x1 — AX — MX) — x) 
= f(x). 


y entonces r*, que proviene de 7 = (1 2 3), no altera el signo de f(x). ¿Qué 
hay respecto a las otras permutaciones en S3?, ¿cómo afectan a f(x)? Desde 
luego, el elemento identidad e induce una aplicación e* en f(x) que no alte- 
ra a f(x) en absoluto. ¿Cómo afecta r°, dada 7 como antes, a f(x)? Puesto 
que 7*f(x) = f(x), se ve de inmediato que 


(D*A) z (X,21) = Xn Xza = Xna Ano = Xna) 
= f(x). (Pruébese.) 


Considérese ahora ør = (1 2(1 2 3)=(2 3); dado que r7 no altera a f(x) 
y ø cambia el signo de f(x), or debe cambiar el signo de f (x). De manera seme- 
jante, (1 3) cambia el signo de f(x . Se ha explicado así la acción de cada ele- 
mento de Sy sobre f(x). 

Supóngase que p € $, es un prəducto p = 7,7, :** 7, de transposiciones 
Tis - ++, Tg Entonces al actuar p sobre f(x) el signo de f(x) cambiará k veces, 
ya que cada 7, cambia dicho signo. Por lo tanto, p*(f(x)) = EDf(). Si 
p = 0,0, *** 0,, donde o, ..., 0, SON transposiciones, razonando del mismo 
modo entonces r*(f(x)) = ED'f(x). Por consiguiente, (-1) f(x) = 
EDF), de donde (-1) = (-1N. Esto dice que £ y k tienen la misma paridad, 
es decir, si £ es impar, entonces k debe ser impar, y si t es par, entonces k debe 
ser par. - 

Lo anterior sugiere que aunque la descomposición de una permutación da- 
da ø como un producto de transposiciones no es única, la paridad del número 
de transposiciones en una de tales descomposiciones de a podría ser única. 
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Procuraremos ahora este resultado, sugiriendo a los lectores que lleven a 
cabo el razonamiento que se hace para n arbitrario, para el caso especial n = 4. 
Como se hizo anteriormente, sea 


f(x) = (x, — x)(x; — x3) +=" Oa — x,Mx2 — x3)(x2 — x4) 


x eee (x2 = Xp) e (Xn 2 Xn) 
= LEO- x), 


donde en este producto į asume todos los valores desde 1 hasta n — 1 inclusive, 
y j todos aquéllos desde 2 hasta n inclusive. Si o € S,, defínase o* sobre 
f(x) mediante 


o*(f(x) = BLEA E Xaj). 
i<j 
Si o, 7€ $S,, entonces 


(or) (f(x) > [Crono z Xion) = 0" TG => Xy) 
= o” [re TIO = x) = E) = (erre (0). 


Así que (07)* = o*7* cuando se aplica a f(x). 

¿Qué hace una transposición 7 a f(x)? Afirmamos que 7*(f(x)) = -f (x). 
Para probarlo, suponiendo que 7 = (i j) donde i < j, contamos el número 
de (x, — Xx,), con u < v, que son transformados en un (x, — x») con a > b. 
Esto sucede para (x, — x;) sii < u < j, para (x; — x,) sii < v < j, y final- 
mente, para (x; — x;). Cada uno de ellos conduce a un cambio de signo en f(x) 
y puesto que hay 2(j — ¡— 1) + 1 de tales, es decir, un número impar de ellos, 
se obtiene un número impar de cambios de signo en f(x) cuando sobre 
este valor actúa 7*. De manera que 7*(f(x)) = —f(x). Por lo tanto nuestra 
afirmación de que 7*(f(x)) = —f(x) para toda transposición 7, queda justi- 


ficada. 

Si ø es cualquier permutación en $, y a = 7,7, *** Tg, donde 7,, T2 ..., bk 
son transposiciones, entonces o* = (7,7, ++ Tk) = rr °> 7 cuando 
actúa sobre f(x), y puesto que cada 7,*(f(x)) = -f (x), se ve que o*(f(x)) = 
(—D'f(x). De manera semejante, sio = ff, :** t, donde f,, ča ..., Y, son 


transposiciones, entonces o *( f (x)) = (-1)f(x). Comparando estas dos evalua- 
ciones de a *(£(x)), se concluye que -1)* = (-1)'. De manera que estas dos 
a de ø como producto de transposiciones son de la misma pari- 
par d de transpasiciones o os o bien ien el producto de un número pa par de transposiciones, 
y ningún producto de un número > par de transposiciones puede . ser igual. a un pro- 


ducto de un número impar de > transposiciones. 
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Lo anterior sugiere la siguiente 


DEFINICIÓN. Una permutación o € S, es una permutación impar si 
o es el producto de un número impar de transposiciones, y es una per- 
mutación par si o es el producto de un número par de transposiciones. 


Lo que hemos probado anteriormente es 


TEOREMA 3.3.4. Una permutación en S, es bien sea una permuta- 
ción impar o bien par, pero no puede ser ambas. 


Con el apoyo del Teorema 3.3.1 se pueden deducir varias de sus conse- 
cuencias. 

Sea A, el conjunto de todas las permutaciones pares; si o, 7 € A,, enton- 
ces se tiene de inmediato que o7 € A,. Puesto que de esta manera A, es un sub- 
conjunto cerrado finito del grupo (finito) S,, A, es un subgrupo de S,,, por el 
Lema 2.3.2. A, se llama grupo alternante de grado n. 

Se puede demostrar que 4, es un subgrupo de S,, de otra manera. Ya vi- 
mos que A, es cerrado respecto al producto de $,,, así que para saber que A, 
es un subgrupo de S, se requiere simplemente demostrar que o E S, implica que 
a! ES,. Afirmamos que para cualquier permutación o, ø y o! son de la mis- 
ma paridad. ¿Por qué? Bien, si © = 7,7, *** Tg, donde las 7, son transposicio- 
nes, entonces 


-l >= ris I > prolyl co. poll = ika 
a” = (7,7, T = TT T2 Ti = TkTk1 TTi, 


ya que 77! = 7;; por lo tanto, se observa que la paridad de ø y o~! es (-1), 
así que son de igual paridad. Esto demuestra desde luego que o € A, implica 
que a”! € A,, de donde A, es un subgrupo de S,. 

Pero ello prueba un poco más, a saber, que A, es un subgrupo normal 
de S,. Porque supóngase que o € A, y p ES,. ¿Cuál es la paridad de plop? 
Por lo anterior, p y p —' son de la misma paridad y o es una permutación par 
así que plop es una permutación par, por consiguiente está en 4,. De mane- 
ra que A, es un subgrupo normal de S,. 

Resumimos lo efectuado en el 


TEOREMA 3.3.2. El grupo alternante de grado n, A,, es un subgru- 
po normal de S, 


Examinamos esto de otra manera todavía. De las propias definiciones invo- 
lucradas se tienen las siguientes reglas sencillas para el producto de permutaciones: 


1. El producto de dos permutaciones pares es par. 

2. El producto de dos permutaciones impares es par. 

3. El producto de una permutación par por una impar (o el de una impar por 
una par) es impar. 
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Si ø es una permutación par, sea 0(a) = 1, y si ø es una permutación impar, 
sea 0(0) = —1. Las reglas precedentes relativas a productos se traducen en 
(or) = 0(0)0(7), de manera que 0 es un homomorfismo de S, sobre el grupo 
E = (1, —1) de orden 2 respecto a la multiplicación. ¿Cuál es el núcleo, N, de 
0? En virtud de la propia definición de A,, se ve que N = A,. Así que por el 
primer teorema de homomorfismos, E = S,/A,. De esta manera 2 = |E| = 
IS,/Anl = 15,1/14nl, si n > 1. Esto da por resultado que |4,| = %|S,| = 
MAn!. 

Por lo tanto, 


TEOREMA 3.3.3. Para n > 1, A, es un subgrupo normal de S, 
decoran an a Eeo e a a E 


COROLARIO. Sin > 1, en S, hay '¿n! permutaciones pares y Yan! 
permutaciones impares. 


Antes de concluir la presente sección, se hace un breve comentario final res- 
pecto a la demostración del Teorema 3.3.1. Se conocen muchas demostraciones 
diferentes de este teorema. Sinceramente, no nos gusta particularmente ningu- 
na de ellas. Algunas involucran lo que se podría llamar un **proceso de colec- 
ción””, donde se trata de demostrar que e no se puede expresar como el producto 
de un número impar de transposiciones, haciendo la suposición de que sí es po- 
sible, y mediante una manipulación apropiada de dicho producto se le reduce 
hasta que se obtiene una contradicción. Otras demostraciones utilizan diferen- 
tes artificios. La demostración que se dio saca provecho del artefacto que cons- 
tituye la función f(x), la cual, en cierto sentido, es ajena a la cuestión tratada. 
Sin embargo, la demostración dada es probablemente la más clara de todas ellas, 
y por tal motivo se utilizó. 

Finalmente, el grupo A,, para n > 5, es un grupo sumamente interesante. 
En el Capítulo 6 se demostrará que los únicos subgrupos normales de A,, pa- 
ran > 5, son (e) y el mismo A,. Un grupo no abeliano que tenga esta propie- 
dad se llama grupo simple (no debe confundirse con grupo fácil). De manera 
que los A, para n > 5 proporcionan una familia infinita de grupos simples. 
Existen otras familias infinitas de grupos simples finitos. En los últimos 20 años 
aproximadamente los esfuerzos heroicos de un grupo de algebristas han deter- 
minado todos los grupos simples finitos. La determinación de dichos grupos 
simples comprende cerca de 10 000 páginas impresas. Resulta muy interesante 
saber que cualquier grupo simple finito debe tener orden par. 


PROBLEMAS 3.3 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Determinar la paridad de cada permutación. 
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DN O S E a a 
e a de O 


(b) (1 2 3 4 5 60 8 9). 
O 2345623457. 
(d (1 2X1 2 3X4 SMS 6 8X1 7 9. 
2. Si ø es un k-ciclo, demuéstrese que ø es una permutación impar si k es par, 
y es una permutación par si k es impar. 


3. Pruébese que o y r` lor, para o, 7 € S,, cualesquiera, son de la misma 
paridad. 


4. Si m < n, se puede decir que Sm C S, considerando que j € S, actúa sobre 
1,2,...,m,..., n como lo hizo sobre 1, 2, ..., m y que ø deja a j > 
m fijo. Pruébese que la paridad de una permutación en S,,, cuando se con- 
sidera de esta manera como elemento de S,,, no cambia. 


5. Supóngase que se sabe que la permutación 


(G 2 3.4 o..5 6 7 8 9 
3 1 2 7 8 9 6 


en Sy, donde las imágenes de 5 y de 4 se han perdido, es una permutación 
par. ¿Cuáles deben ser dichas imágenes? 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


6. Sin > 3, demuéstrese que todo elemento de A, es un producto de ci- 
clos de orden 3. 


7. Demuéstrese que todo elemento de A, es un producto de ciclos de orden n. 


8. Hallar un subgrupo normal en A, de orden 4. 


PROBLEMAS DIFÍCILES (EN REALIDAD, MUY DIFÍCILES) 
9. Sin > 5 y(e) NC A, es un subgrupo normal de A,,, demuéstrese que 
N debe contener un ciclo de orden 3. 


10. Aplicando el resultado del Problema 9, demuéstrese que si n > 5, los úni- 
cos subgrupos normales de A, son (e) y el mismo A,. (Así que los grupos 
A, para n > 5 dan una familia infinita de grupos simples.) 


/ TEORÍA DE 
NILLOS 





4.4 DEFINICIONES Y EJEMPLOS 


En el estudio del álgebra abstracta llevado a cabo hasta ahora, se ha presentado 
una clase de sistema abstracto, el cual desempeña un papel central en el álgebra 
de hoy en día: el concepto de grupo. Debido a que un grupo es un sistema alge- 
braico que consta solamente de una operación y que no es necesario que satisfaga 
la regla ab = ba, en cierto modo va en contra de nuestra experiencia anterior 
con el álgebra. Trabajamos con sistemas en donde se podía tanto sumar como 
multiplicar elementos y se satisfacía la ley conmutativa de la multiplicación ab = 
ba. Además, dichos sistemas conocidos procedieron normalmente de conjuntos 
de números —enteros, racionales, reales y en algunos casos, complejos. 

El siguiente objeto algebraico que consideraremos es un anillo, En muchos 
aspectos este sistema hará recordar más lo conocido anteriormente que los grupos. 
Por una parte los anillos serán dotados con adición y multiplicación, y éstas 
estarán sujetas a muchas de las reglas conocidas de la aritmética. Por otra parte, 
no es necesario que los anillos provengan de los sistemas numéricos usuales. 
En efecto, normalmente tendrán poco qué ver con ellos. Aunque muchas de 
las reglas formales de la aritmética son válidas, ocurrirán muchos fenómenos 
extraños —o que pudieran parecer así. A medida que se vaya avanzando y se 
consideren ejemplos de anillos, se verá que se presentan algunas de estas cosas. 

Luego de este preámbulo estamos preparados para empezar. Naturalmente 
lo primero que se debe hacer es definir aquello de lo que se va a tratar: 





DEFINICIÓN. Se dice que un conjunto no vacío R es un anillo si tiene 
dos operaciones + y > tales que: 
(a) a, b E R implica quee a + bER. 
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(b)a + b= b + aparaa,bER. 

(c) (a + b)+ c=a+ (b + c)paraa,bcER. 

(d) Existe un elemento'0 € R tal que a + 0 = a para todo aER. 
(e) Dado a ER, existe un b € R tal quea + b = 0. (b se expresará 
como —a). 


Nótese que lo que se ha dicho hasta ahora es que R es un grúpo abe- 
liano respecto a +. Ahora se explican las reglas de la multiplicación en R. 
(£) a, b E R implica que a : LbER. 
(a: (b: c)= (a: b):cparaa, b,cER. 
Esto es todo lo que se exige por lo que se refiere a la multiplicación sola. 
Mas no se dejan las operaciones + y * aisladas entre sí, sino que se entre- 
lazan mediante las dos leyes distributivas: 
(h) 
a:(b+c)=a:b+a:c 
y 
(b+c):a=b:a+c:a, 


paraa, b, CER. 


Estos axiomas que definen un anillo parecen conocidos. Así debe ser, ya 
que el concepto de anillo se introdujo como una generalización de lo que sucede 
en el conjunto de los enteros. Debido al axioma (g), la ley asociativa de la mul- 
tiplicación, los anillos que se han definido se llaman normalmente anillos aso- 
ciativos. Los anillos no asociativos existen y algunos de ellos desempeñan un 
papel importante en las matemáticas. Pero no nos ocuparemos aquí de ellos. 
De manera que cuando se utilice la palabra ““anillo”” siempre significará ““ani- 
llo asociativo””. 

Aunque los axiomas del (a) al (h) son conocidos, existen ciertas cosas que 
ellos no dicen. Consideramos algunas de las reglas conocidas que no se exigen 
para un anillo general. 

En primer lugar, no se postuló la existencia de un elemento 1 € R tal que 
a: 1=1:a=aparatodo a € R. Muchos de los ejemplos que se encontrarán 
tendrán tal elemento y en ese caso se dice que R es un anillo con unidad. Con 
toda franqueza debemos señalar que muchos algebristas exigen que un anillo 
tenga elemento unidad. Nosotros exigiremos que 1 + 0; o sea que el anillo con- 
sistente solamente del 0 no es un anillo con unidad. 

En segundo lugar, por nuestra experiencia anterior con cosas de esta clase, 
siempre que a > b = O se concluía que a = 0 o bien b = 0. No es necesario 
que esto sea cierto en un anillo, en general. Cuando es válido, el anillo es en 
cierto modo más grato y se le da un nombre especial: se le llama dominio. 

En tercer lugar, en los axiomas que definen un anillo no se dice nada que 
implique la ley conmutativa de la multiplicación a : b = b - a. Existen anillos 
no conmutativos en donde no es válida esta ley; pronto se verán algunos. En 
este capítulo nos ocuparemos principalmente de los anillos conmutativos, pero 
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para muchos de los primeros resultados no se supondrá la conmutatividad del 
anillo estudiado. , 

Como se mencionó anteriormente, algunos aspectos hacen a ciertos anillos 
más agradables que otros, y por lo tanto merecen tener un nombre especial. De 
inmediato se da una lista de definiciones para algunos de ellos. 


DEFINICIÓN. Un anillo conmutativo R es un dominio integral si a - 
b = O en R implica que a = 0 o bien b = 0. 


Se debe señalar que algunos libros de álgebra exigen que un dominio integral 
contenga un elemento unidad. Al leer otro libro, el lector debe verificar si tal 
es el caso. Los enteros, Z, proporcionan un ejemplo obvio de un dominio integral. 
Se considerarán otros un poco menos obvios. 


DEFINICIÓN. Se dice que un anillo con unidad, R, es un anillo con 
división si para a + 0 en R existe un elemento b € R (que normalmente 
se expresa como a™') tal que a: a! = a! -a= |. 


La razón de llamar a un anillo de esta clase un anillo con división es bas- 
tante evidente: porque se puede dividir (al menos teniendo presentes los lados 
izquierdos y derechos). Aunque los anillos con división no conmutativos existen 
con mucha frecuencia y desempeñan un papel importante en el álgebra no con- 
mutativa, son bastante complicados y sólo se dará un ejemplo de ellos. Dicho 
anillo con división es el gran clásico presentado por Hamilton en 1843 que se 
conoce como el anillo de los cuaternios. (Véase el Ejemplo 12 que sigue.) 

Finalmente, pasamos al ejemplo tal vez más interesante de una clase de anillos: 
el campo. 


DEFINICIÓN. Se dice que un anillo R es un campo si R es un anillo 
con división conmutativo. 


En otras palabras, un campo es un anillo conmutativo en el cual se puede 
dividir libremente entre elementos distintos de cero. Dicho de otra manera, 
R es un campo si sus elementos distintos de cero forman un grupo abeliano 
respecto al producto - en R. 

Se tienen a la mano muchos ejemplos de campos: los números racionales, 
los números reales, los números complejos. Pero se verán muchos más ejemplos, 
tal vez menos conocidos. El Capítulo 5 se dedicará al estudio de los campos. 

El resto de la presente sección se empleará en considerar algunos ejemplos 
de anillos. Se omitirá el - para el producto y a * b se expresará simplemente 
como ab. 


EJEMPLOS 


1. Es obvio que el anillo que se debe escoger como primer ejemplo es Z, 
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el anillo de los enteros respecto a la adición y multiplicación usuales entre ellos. 
Naturalmente, Z es un ejemplo de dominio integral. . 


2. El segundo ejemplo es una elección igualmente obvia. Sea Q el conjunto 
de los números racionales. Como ya se sabe, Q satisface todas las reglas nece- 
sarias para un campo, así que Q es un campo. 


3. Los números reales, R, también proporcionan un ejemplo de campo. 


4. Los números complejos, C, forman un campo. 
Obsérvese que Q CR C C; lo anterior se describe diciendo que Q es un 
subcampo de R (y de C) y R es un subcampo de C. 


5. Sea R = Zg, los enteros mód 6, con la adición y la multiplicación defi- 
nidas por [a] + [b] = [a + b] y [al[b] = [ab]. 

Nótese que [0] es el O requerido por los axiomas de anillo y [1] es el ele- 
mento unidad de R. Obsérvese, no obstante, que Zs no es un dominio integral, 
ya que [2][3] = [6] = [0], aunque [2] 4 [0] y [3] + [0]. R es un anillo con- 
mutativo con unidad. 


El ejemplo anterior sugiere la 


DEFINICIÓN. Un elemento a + 0 de un anillo R es un divisor de cero 
en R si ab = 0 para algún b + 0 de R. 


En realidad lo que se acaba de definir se debería llamar divisor de cero por 
la izquierda; sin embargo, dado que se tratará principalmente de anillos con- 
mutativos, no se necesitará ninguna distinción izquierda-derecha para los divi- 
sores de cero. 

Obsérvese que tanto [2] como [3] son divisores de cero en Z¿. Un dominio 
integral es, desde luego, un anillo conmutativo sin divisores de cero. 


6. Sea R = Z,, el anillo de los enteros mód 5. Por supuesto, R es un 
anillo conmutativo con unidad; pero es algo más; en realidad, es un campo. 
Sus elementos distintos de cero son [1], [2], [3], [4] y se observa que [2] [3] = 
[6] = [1], y [1] y [4] son sus propios inversos. Así que todo elemento distinto 
de cero de Z, tiene inverso en Zs. 


Generalizamos el Ejemplo 6 para cualquier primo p. 


7. Sea Z, el anillo de los enteros mod p, donde p es primo. Es evidente de 
nuevo que Z, es un anillo conmutativo con unidad. Afirmamos que Z, es un 
campo. Para tal fin, obsérvese que si [a] + [0], entonces p 4 a. Por lo tanto, 
por el teorema de Fermat (corolario del Teorema 2.4.8), a?! = 1(p). Para las 
clases [:], lo anterior dice que [a”~'] = [1]. Pero [a”—'] = [a]?—!, así que 
[a]?! = [1]; por consiguiente, [a]?—* es el inverso requerido para [a] en Z,, 
por lo tanto Z, es un campo. 
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En virtud de que Z, tiene solamente un número finito de elementos, se le 
llama campo finito. Posteriormente construiremos campos finitos diferentes a 
los Z 

p: 


8. Sea Q el conjunto de los números racionales; si a E Q, se puede escribir 
a = m/n, donde m y n no tienen factores comunes (son relativamente primos). 
Llámese a ésta la forma reducida de a. Sea R el conjunto de todos los a E Q 
en cuya forma reducida el denominador sea impar. Respecto a la adición y mul- 
tiplicación usuales en Q el conjunto R forma un anillo, que es un dominio integral 
con unidad pero no es un campo, ya que }, el inverso necesario de 2, no está 
en R. ¿Exactamente cuáles elementos de R tienen sus inversos en R? 


9. Sea R el conjunto de todos los a E Q en cuya forma reducida el denomi- 
nador no sea divisible por un primo fijo p. Como en el Ejemplo 7, R es un anillo 
respecto a la adición y la multiplicación usuales en Q, es un dominio integral 
pero no es un campo. Cuáles elementos de R tienen sus inversos en R? 


Los Ejemplos 8 y 9 son, desde luego, subanillos de Q. Damos otro ejemplo 
conmutativo más. Éste proviene del Cálculo. 


10. Sea R el conjunto de todas las funciones continuas reales definidas en 
el intervalo unitario cerrado [0, 1]. Para f, gE R y x€ [0, 1] defínase 
(f + O) = f(x) + 200) y (f 20) = Ff0)2(x). De los resultados del cálcu- 
lo, se tiene que f + g y f> g son también funciones continuas en [0, 1]. Con 
estas operaciones R es un anillo conmutativo. R no es un dominio integral. Por 
ejemplo, si f(x) = -x + j para 0 < x < } y f(x) = 0 parał} < x< 1, 
y si g(x) = 0 para 0 < x < } y g(x) = 2x— 1 para 4 < x < 1, entonces f, 
g E€ R y, como es fácil verificar, f + g = O. R tiene un elemento unidad, a 
saber la función e definida por e(x) = 1 para todo x € [0, 1]. ¿Cuáles ele- 
mentos de R tienen sus inversos en R? 


Sería deseable considerar algunos ejemplos de anillos no conmutativos. Éstos 
no son tan fáciles de conseguir, a pesar de que los anillos no conmutativos existen 
en abundancia, debido a que estamos suponiendo que el lector no tiene cono- 
cimientos de álgebra lineal. La primera fuente, la más fácil y natural, de tales 
ejemplos es el conjunto de matrices sobre un campo. De manera que en nuestro 
primer ejemplo no conmutativo crearemos en realidad las matrices 2 x 2 con 
componentes reales. 


11. Sean F el campo de los números reales y R el conjunto de todas las 
formaciones cuadradas 
leal 
c d 


donde a, b, c, d son números reales cualesquiera. Para tales formaciones cua- 
dradas se define la adición de una manera natural por medio de 
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a; bi 
poa 
Es fácil ver que R forma un grupo abeliano respecto a esta suma, donde 
a —b : a b 
BA es el negativo de [E P 


Para que R sea un anillo, se necesita una multiplicación. Definimos una de una 
manera que puede parecer muy poco natural mediante 


E elle da tb o) 
c dt u cr + di cs + du) 


Aunque puede ser algo laborioso, se puede verificar que con estas Operaciones 





a, by _ (fa, +a, bi +b, 
& d,i) {ato ditd, 


0 0 : 
0 0 actúa como elemento cero y 


R es un anillo no conmutativo donde Es 2) actúa como su elemento unidad 
multiplicativo. Obsérvese que 


mientras que 


así que 


Obsérvese que ( i al y la a] son divisores de cero; en efecto, 


2 
(© o= (o o) estae (1 o) 

es un elemento distinto de cero cuyo cuadrado es el elemento cero de R. Se conoce 
a R como el anillo de todas las matrices de 2 x 2 sobre F, el campo de los reales. 

Para quienes no estén familiarizados con estas matrices y no capten ningún 
sentido en el producto definido para ellas, examinemos cómo se calcula el pro- 
ducto. Para obtener la componente de arriba a la izquierda del producto AB, 
se *““multiplica”” el primer renglón de A por la primera columna de B, donde 
A, BE R. Para la componente de arriba a la derecha, se hace con el primer 
renglón de A y la segunda columna de B. La componente de abajo a la izquierda 
resulta del segundo renglón de A con la primera columna de B. Finalmente, la 


componente de abajo a la derecha se obtiene del segundo renglón de A con 
la segunda columna de B. 
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Se ilustra con un ejemplo: sean 


1 1 7 2 
A= ( 1 a B= ( 3 5 ; 
-3 2 A T =r 
Entonces el primer renglón de A es 1, 1 y la primera columna de B es 1, rr; se 
**multiplican”” por medio de 1 - 1 +1 +: mw = 1/2 + 1, y así sucesivamente. De ` 
manera que se observa que 
3+m/2 $ 


D: 7/2 
ai | 


6 _ 
A = 2r 


En los problemas aparecerán muchas multiplicaciones matriciales, de tal manera 
que el lector pueda adquirir algo de familiaridad con este extraño pero impor- 
tante ejemplo. 


12. Sean R cualquier anillo y 


s=((1 óJla,b,c,d e R) 


con + y > como se definieron en el Ejemplo 10. Se puede verificar que S es 
un anillo también respecto a dichas operaciones. Se le llama anillo de las matrices 
2 x 2 sobre R. l 


Nuestro ejemplo final es uno de los grandes ejemplos clásicos, los cuaternios 
reales, presentados por Hamilton (como un paralelo no conmutativo a los 
números complejos). 


13. Los cuaternios. Sea F el campo de los números reales y considérese el 
conjunto de todos los símbolos formales «y + ayi + aj + ak, donde ao, &, 
az, %3 E F. La igualdad y la adición de dichos símbolos es fácil, vía el camino 
obvio 


ao + ai + œj + œk = Bo + Bii + Baj+ Bik 
si y sólo si % = Bo, &ı = i, 0% = b2 y 3 = By, y 
(ao + œi + œj + œk) + (bo + bii + Baj + Bk) 
= (% + Bo) + (a, + Bi) + (œ + Ba)j + (az + ByK. 


Pasamos ahora a la parte complicada, la multiplicación. Cuando Hamilton la 
descubrió el 6 de octubre de 1843, grabó con su navaja, sobre el puente 
Brougham en Dublín, las reglas básicas de dicho producto. El producto se basa 
eni?==k=-Lli=kjk=iki=jyj =-k, kj = —i, ik = —j. 
Si se recorre el círculo en el sentido de tas manecillas del reloj 


Ce: 
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el producto de cualquier par de elementos sucesivos es el que sigue, y al reco- 
rrerse en sentido opuesto al del reloj se obtienen los negativos. 

Se puede luego expresar el producto de cualquier par de cuaternios, según 
las reglas anteriores, estableciendo por definición que 


(œo + ai + aj + ækXBo + Bii + Baj + Bk) 


= yo + yi + yj + yk, 
en donde 
Yo = aobo — a B, — a,B, — aß; 


Yı = %8B, + abo + aß; — aB, 


(1) 


Y, = 9%9B, — aß; + a,B, + asB, 
y, = aĝ; + a,B, — a,B, + asho 


Se ve tremendo ¿verdad? Pero no es tanto como parece. Se está multi- 
plicando formalmente empleando las leyes distributivas y las reglas del producto 
para i, j, k, anteriores. 

Si algún q; es 0 en x = ay + œi + œj + ask, se omitirá al expresar x; 
así que 0 + Oi + Oj + Ok se expresará simplemente como 0, 1 + Oi + 0j + 
Ok como 1, 0 + 3i + 4j + Ok como 3i + 4j, y así sucesivamente. 

Haciendo el cálculo se obtiene que 


(ao + ai + aj + ask (ao z ayi Fi aj = azk) 
(D 


= a + a + œ + a 


Esto tiene una consecuencia muy importante. Supóngase que x = æo + 
oui + æj + œk + 0 (así que algún a; + 0). En consecuencia, puesto que los 
a son reales, 8 = 03 + af + aż + a2 =+ 0. Entonces de (II) se obtiene fá- 


cilmente 
, , a % A 0 
(a + q +09 +0 k)| — - 5i- <j+ k|=1. 


B B B B 


De manera que, si x % 0, entonces x tiene inverso en los cuaternios. Por consi- 
guiente los cuaternios forman un anillo con división no conmutativo. 


Aunque, como se mencionó anteriormente, no hay carencia de anillos con 
división no conmutativos, los cuaternios (o alguna parte de ellos) a menudo son 
los únicos anillos de este tipo quevinclusive muchos matemáticos profesionales 
han visto. 

Se tendrán numerosos problemas —algunos fáciles y otros un poco más 
difíciles— relativos a los ejemplos de las matrices 2 x 2 y los cuaternios. De 
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esta manera el lector podrá adquirir cierta habilidad para trabajar con anillos 
no conmutativos. - 

Un comentario final en esta sección: Si yo, Yı, Y2, y3 son como en (I), 
entonces 


(ag + a? + af + aóMB? + Bê + BÊ + Ba) 
(HI) 
= yf + yê + yf + y. 


Esta se conoce como identidad de Lagrange; expresa el producto de dos sumas 
de cuatro cuadrados de nuevo como una suma de cuatro cuadrados. Su verifi- 
cación será uno de los ejercicios. 


PROBLEMAS 4.4 
PROBLEMAS FÁCILES 
1. Hallar todos los elementos de Z}, que sean invertibles (es decir, que tengan 
inverso multiplicativo) en Zas. 
2. Demuéstrese que cualquier campo es un dominio integral. 


3. Demuéstrese que Z, es un campo si y sólo si n es primo. 


4. Verifíquese que el Ejemplo 8 es un anillo. Encuéntrense todos sus elementos 
invertibles. 


5. Resolver el Problema 4 según el Ejemplo 9. 


6. En el Ejemplo 11 de las matrices 2 x 2 sobre los reales, compruébese la 
ley asociativa de la multiplicación. 


7. Obténganse los siguientes productos. 


olé i) 


ol a 
ol i 
ol IB JG ME $ 


: a -b a b\/1 01 _ 
8. Determinar todas las matrices la b) tales que le | 0 0) = 


A: 
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9. 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


Hallar todas las matrices pe A de 2 x 2 que conmuten con todas las 
matrices de 2 x 2. l 


Sea R cualquier anillo con unidad y S el anillo de las matrices 2 x 2 sobre 

R. (Véase el Ejemplo 11.) 

(a) Compruébese la ley asociativa de la multiplicación en S. (Recuérdese: 
No es necesario que R sea conmutativo.) 


a b 
(b) Demostrar que e b) 


(c) Demostrar que f b ) tiene inversa en S si y sólo si a y c tienen in- 





a,b,c, € R) es un subanillo de S. 


0 
Sea F: € > C definida por F(a + bi) = a — bi. Demuéstrese que: 
(a) F(xy) = F(x)F(y) para x, y € C. 
(b) FOX) = |x}. 
(c) Aplicando las partes (a) y (b), demuéstrese que 
(a? + bc? + d?) = (ac — bd? + (ad + bey 


[Nota: F(x) es simplemente x.] 


-1 
versos en R. En tal caso exprésese E o) explícitamente. 
Cc 


Verifíquese la identidad de la parte (b) del Problema 11 directamente. 


Obtener los siguientes productos de cuaternios: 
(a) (i + ji- j). | 
(b) (1—i + 2-24 + 2i— 4j + 6k). 
(0) (2i — 3j + 4kř. 
(d) ¡(0% + œi + œj + œk) — (0% + œi + œj + œk)i. 
Demuéstrese que los únicos cuaternios que conmutan con ¿son de la forma 
a + Bi. 
Obtener los cuaternios que conmutan tanto con i como con j. 
Verifíquese que 

(0% + Qi + aj + ak (œo ER ai En aj e, ak) 

= a + œ + œ + a. 


Verifíquese la identidad de Lagrange mediante un cálculo directo. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


18. 


19. 


En los cuaternios, defínase 





jay + qi + a,j + a,k| = aż + a? + a? + a}. 
Demuéstrese que |xy| = |x| |y| para cualquier par de cuaternios x y y. 


Demostrar que hay infinidad de soluciones de x? = —1 en los cuaternios. 


4.1 


20. 


21. 
22. 


23. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 
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Considérese en los cuaternios el siguiente conjunto G con ocho elementos: 

G = (il, +i, +j, +k}. 

(a) Pruébese que G es un grupo (respecto de la multiplicación). 

(b) Enumérense todos los subgrupos de G. 

(c) ¿Cuál es el centro de G? 

(d) Demuéstrese que G es un grupo no abeliano cuyos subgrupos son todos 
normales. 


Demostrar que un anillo con división es un dominio. 


En los cuaternios, proporciónese un ejemplo de un dominio no conmutativo 
que no sea un anillo con división. 


En los cuaternios defínase la aplicación * por 
(ao + Qui + œj + œk)* = (a) — ayi — œj ak). 


Demuéstrese que: 

(a) x** = (x*)* = x. 

(b) (x + y)" = x* + y*. 

(c) xx* = x*x es real y no negativo. 

(d) (xy)* = y*x*. 

[Nótese la inversión del orden en la parte (d).] 


. Utilizando *, defínase |x| = V xx*. Demuéstrese que |xy] = |x| |y| para 


cualesquiera dos cuaternios x y y, aplicando las partes (c) y (d) del 
Problema 23. 


Aplicar el resultado del Problema 24 para probar la identidad de Lagrange. 


En los Problemas del 26 al 30, sea R el anillo de las matrices 2 x 2 sobre 
los reales. 


b 
d 


-1 
ad — bc + 0. En tal caso encuéntrese la A ; 


Si le A € R, demuéstrese que p 
c d c 


) es invertible en R si y sólo si 
d 


b 


Defínase det f 
c d 


) = ad — bc. Para x, y E R demuéstrese que det (xy) = 
(det x)(det y). 


Demuéstrese que {x € R|detx + 0) forma un grupo, G, respecto de la 
multiplicación matricial y que N = {x E R|detx = 1) es un subgrupo normal 
de G. 


Six ER es un divisor de cero, demuéstrese que detx = 0, y, a la inversa, 
si x + 0 es tal que detx = 0, entonces x es un divisor de cero en R. 


Demostrar que a J 
~b a 





a,b seal) es un campo en R. 
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PROBLEMAS DIFÍCILES 
31. Sea R el anillo de las matrices 2 x 2 sobre Z,, siendo p primo. Demués- 


trese que si det le 3j = ad — bc + 0, entonces pS b 
Cc 


) es invertible 
en R. d d 


32. Sea R como en el Problema 31. Demuéstrese que para x, y E R, det (xy) = 
det (x) det (y). 


33. Sea G el conjunto de elementos de R, del Problema 31, tales que det (x) + 0. 
(a) Pruébese que G es un grupo. 
(b) Hallar el orden de G. (Muy difícil.) 
(c) Encuéntrese el centro de G. 
(d) Encuéntrese un p-subgrupo de Sylow de G. 


34. Sea T el grupo de las matrices A con componentes en el campo Z, tales que 
det A no sea igual a 0. Pruébese que T es isomorfo a S,, el grupo simé- 
trico de grado 3. 


35. Demuéstrese que el anillo R del Ejemplo 9 (las funciones continuas en 
[0, 1] no es un dominio integral. 


Si F es un campo, sea H(F) el anillo de cuaternios sobre F, es decir, 
el conjunto de todos los ay + ayi + aj + ask, donde %, 1, %, es E F 
y la igualdad, adición y multiplicación se definen como en los cuaternios 
reales. 


36. Si F = C, los números complejos, demuéstrese que H(C) no es un anillo 
con división. 


37. Encuéntrese en H(C) un elemento x + 0 tal que x? = 0. 


38. Demuéstrese que H(F) es un anillo con división si y sólo si aj + a? + 
03 + a = 0 para a, a, a, a, en F implica y = a, = œ = œ; = Q. 


39. Si O es el campo de los números racionales, demuéstrese que H(Q) es un 
anillo con división. 


40. Pruébese que un dominio finito es un anillo con división. 


41. Apliquese el Problema 40 para demostrar que Z, es un campo si p es 
primo. 





4.2 ALGUNOS RESULTADOS SENCILLOS 


Ahora que ya se han considerado algunos ejemplos de anillos y se ha tenido 
cierta experiencia trabajando con ellos, parecería aconsejable desarrollar algunas 
reglas para evaluación. Éstas permitirán evitar trivialidades molestas que po- 
drían obstruir algún cálculo que se estuviera realizando. 
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Los resultados que probaremos en esta sección no son muy sorprendentes, 
ni de mucho interés y de ninguna manera son emocionantes. Tampoco lo fue 
aprender el alfabeto, pero era algo que se tenía que hacer antes de avanzar a 
cosas mayores y mejores. Esto mismo es válido para los resultados que estamos 
a punto de probar. 

Dado que un anillo R es al menos un grupo abeliano respecto a la adición, 
existen ciertas cosas que sabemos por nuestros conocimientos de teoria de grupos, 
por ejemplo; —(—a) = a, —(a + b) = (—a) + (—b); sia + b = a + c, entonces 
b = c, etcétera. 

Empezamos con 


LEMA 4.2.1. Sea R cualquier anillo y a, b € R. Entonces 
(a) a0 = Oa = Ô. 
(b) a(—b) = (~a)b = —(ab). 
(c) ab) = ab. 
(d) Si 1 € R, entonces (—1)a = -a. 


DEMOSTRACIÖN. Se prueba cada parte a su vez. 

(a) Dado que 0 = 0 + 0,a0 = a(0 + 0) = a0 + a0, por consiguiente a0 = 
0. En esta demostración se ha utilizado la ley distributiva por la izquierda. La 
ley distributiva por la derecha da lugar a 0a = 0. 

(b) ab + a(—b) = a(b + (—b)) = a0 = 0 por la parte (a). Por lo tanto, 
a(—b) = —(ab). De manera semejante, (—a)b = —(ab). 

(c) Por la parte (b), (aX-b) = —((-a)b) = —(—(ab)) = ab puesto que 
se trata de un grupo abeliano. 

(d) Si 1 E R, entonces (-1)a + a = (-Da tar = (-1 + la = Oa = 
0. Así que (—1)a = —a por la definición de —a. ` 


Otro resultado calculatorio. 


LEMA 4.2.2. En cualquier anillo R, (a + b)? = a? + b? + ab + ba 
para a, b E R. 


DEMOSTRACIÓN. Evidentemente éste es el análogo de (a + B} = a? + 
2afB + @ que se tiene, digamos, en los enteros, pero teniendo presente que R 
puede ser no conmutativo. De esta manera, vayamos a él. Por la ley distributiva 
por la derecha (a + b} = (a + bXa + b)= (a + Po + (a + b)b = 
a? + ba + ab + b?, que es exactamente lo afirmado. 


¿Puede el lector imaginarse la versión no conmutativa del teorema del bino- 
mio? Inténtese con (a + by. 

De las dos leyes distributivas se deriva una curiosidad cuando R tiene ele- 
mento unidad. La ley conmutativa de la adición resulta del resto. 
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LEMA 4.2.3. Si R es un sistema con unidad que satisface todos los 
axiomas de un anillo, excepto posiblemente a+b= b + a para a, b € 
R, entonces R es un anillo. 


DEMOSTRACIÓN. Se debe demostrar que a + b = b + a para a, b € R. Por 
la ley distributiva por la derecha (a + bX(1 + 1) = (a + b)l + (a + b) = 
a+ b+ a+ b. Por otra parte, por la ley distributiva por la izquierda 
(a + DA + 1)=a(l + 1)+b(1 +1) =a +a + b + b.Pero entonces a + 
b+a+b=a+a + b + ob; puesto que se trata de un grupo respecto a +, 
se puede cancelar a del lado izquierdo y b del derecho y se obtiene b + a = 
a + b, como se requería. Por lo tanto R es un anillo. 


Finalizamos esta breve sección con un resultado que es un poco más agra- 
dable. Se dice que un anillo R es un anillo booleano [en honor del matemático 
inglés George Boole (1815-1864)] si x? = x para todo x € R. 

Se demostrará el atractivo 


LEMA 4.2.4. Un anillo booleano es conmutativo. 


DEMOSTRACIÓN. Sean x, y € R, donde R es un anillo booleano. De manera 
que x? = x, y? = y, (x + y)? = x + y. Pero (x + y} =x? + xy + yx+ 
y? = x+ xy + yx + y, por el Lema 4.2.2, así que se tiene (x + y) = 
(x + y? = y + xy + yx + y, de donde resulta xy + yx = 0. 

Por consiguiente 0 = x(xy + yx) = x?y + xyx = xy + xyx, mientras que 


= (xy + yx)x = xyx + yx? = xyx + yx. 


De esto se obtiene xy + xyx = xyx + yx, y asi xy = yx. Por lo tanto, R es 
conmutativo. 


PROBLEMAS 4.2 


1. Sea R un anillo; dado que R es un grupo abeliano respecto a +, na tiene 
sentido para n € Z, a, b € R. Demuéstrese que (naX mb) = (nm)(ab) si 
n, m son enteros ya, bER. 


2. Si R es un dominio integral y ab = ac para a + 0, b, c € R, demuéstrese 
que b = 


3. Si R es un dominio integral finito, demuéstrese que R es un campo. 


4. Si R es un anillo y e € R es tal que e? = e, demuéstrese que (xe — exeY = 
(ex — exe} = 0 para todo x € R. 
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5. Sea R un anillo en el cual x? = x para todo x € R. Pruébese que R es con- 
mutativo. 


6. Si a? = 0 en R, demuéstrese que ax + xa conmuta con a. 


7. Sea R un anillo en el cual x* = x para todo x € R. Pruébese que R es con- 
mutativo. 


8. Si F es un campo finito, demuéstrese que: 
(a) Existe un primo p tal que pa = 0 para todo a € F. 
(b) Si F tiene q elementos, entonces q = p” para algún entero n. (Suge- 
rencia: Teorema de Cauchy.) 


9. Sea p un primo impar y 1 + 3 + +++ +1/(p — 1) = a/b, donde a, b son 
enteros. Demuéstrese que pla. (Sugerencia: Cuando a recorre Z,, a”* 
también.) 


10. Si p es primo y p > 3, demuéstrese que si 1 + + *** + 1/(p- 1) = 
a/b, donde a, b son enteros, entonces p?|a. (Sugerencia: Considérese 1/a? 


cuando a recorre Zp.) 


4.3 IDEALES, HOMOMORFISMOS Y ANILLOS COCIENTE 


En el estudio de los grupos, resultó que los homomorfismos y sus núcleos —los 
subgrupos normales— desempeñaban un papel central. No hay razón para esperar 
que no ocurra lo mismo con los anillos. En realidad, los análogos de homomor- 
fismo y subgrupo normal, en el marco de los anillos, desempeñan un papel 
esencial. 

Con los conocimientos adquiridos respecto a tales conceptos de teoría de 
grupos, el desarrollo paralelo para anillos debe ser fácil y rápido. Y así será. 
Sin más ceremonias se formula la 


DEFINICIÓN. Una aplicación y: R > R’ de un anillo R en un anillo 
R’ es un homomorfismo si 

(a) pla + b) = o(a) + e(b) y 

(b) p(ab) = e(aje(b) para todo a, b E R. 


Puesto que un anillo tiene dos operaciones, resulta natural y justo que se 
exija que ambas Operaciones se preserven respecto a lo que se llamaría un homo- 
morfismo de anillos. Además, la propiedad (a) de la definición dice que y es 
un homomorfismo de R, considerado simplemente como un grupo abeliano res- 
pecto a la adición +, dentro de R’ (considerado también como un grupo 
respecto de su adición). De manera que podemos invocar, y esperar, ciertos 
resultados por este solo hecho. 
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Sea p: R > R' un homomorfismo de anillos y K(p) = {x € R|p(x) = 0), 
donde el 0 es de R”. ¿Qué propiedades tiene K(p)? Evidentemente, de la teoría 
de grupos K(p) es un subgrupo aditivo de R. Pero hay mucho más. Si k € K(p) 
y rE R, entonces p(k) = 0, así que p(kr) = p(k)p(r) = Op(r) = 0, y de 
manera semejante, p(rk) = 0. De manera que K(p) “consume” la multipli- 
cación por la izquierda y por la derecha por elementos arbitrarios del anillo. 

Se usa esta propiedad del kernel K(p) para definir el importante análogo 
en la teoría de anillos del concepto de subgrupo normal de la teoría de grupos. 


DEFINICIÓN. Sea R un anillo. Un subconjunto no vacío / de R se llama 
ideal de R si: 

(a) Z es un subgrupo aditivo de R. 

(b) Dados r E R, a E€ I, entonces ra € Il y ar€ l. 


Pronto se verán algunos ejemplos de homomorfismos e ideales. Pero primero 
se observa que el inciso (b) de la definición de ideal en realidad tiene una parte 
izquierda y una derecha. Se podría hacer una división y definir que un conjunto 
L de R es un ideal izquierdo de R si L es un subgrupo aditivo de R y si dados 
rER,a€lL, entonces ra € L. De modo que para un ideal izquierdo sólo se 
requiere que opere por la izquierda. De manera semejante se pueden definir 
ideales derechos. Un ideal tal como se definió es simultáneamente ideal izquierdo 
y derecho de R. Con toda propiedad se debe llamar entonces ideal bilateral de 
R a lo que se llama ideal. En efecto, cuando se trabaja en la teoría de anillos 
no conmutativos se emplea este nombre; en este libro, por “ideal”? siempre se 
entenderá un ideal bilateral. Salvo algunos de los problemas, en este capítulo 
no se utilizará el concepto de ideales unilaterales. 

Antes de continuar, se toma nota de lo que se realizó anteriormente respecto 
a K(ọ) en el 


LEMA 4.3.1. Si p: R > R' es un homomorfismo, entonces K(p) es 
un ideal de R. 


Pronto se verá que todo ideal se puede convertir en el kernel de un homo- 
morfismo. Indicios de lo que sucedió con los subgrupos normales de grupos. 


Finalmente, sea K un ideal de R. Puesto que K es un subgrupo aditivo de 
R, el grupo cociente R/K existe; es simplemente el conjunto de todas las clases 
laterales a + K cuando a recorre R. Pero R no es sólo un grupo; es, después 
de todo, un anillo. Tampoco K es simplemente un subgrupo aditivo de R; es 
más que eso, a saber un ideal de R. Se tiene que poder ensamblar todo esto para 
hacer de R/K un anillo. : 

¿Cómo se definiría un producto en R/K de una manera natural? ¿Cómo 
necesita definirse (a + KXb + K)? Lo razonable es definir (a + KXb + K) = 
ab + K, lo cual se hace. Como siempre, lo primero que surge es demostrar que 
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este producto está bien definido. ¿Lo está? Se debe demostrar que sia + K = 
a” + Kyb + K =b' + K, entonces (a + KXb + K) = ab + K = ab + 
K = (a' + KXb" + K).Sin embargo, sia + K = a' + K, entonces a — a' € 
K, de modo que (a — a')b E K, ya que K es un ideal de R (en realidad, hasta 
ahora basta con que K sea un ideal derecho de R). Como b +K = b' + K, 
se tiene b — b’ E K, así que a'(b — b’) E K, puesto que K es un ideal de R (en 
realidad, ya que K es un ideal izquierdo de R). De manera que tanto 


(a — a')b = ab — a'b como a'(b-— b’) = a'b — a'b’ 
están en K. Por consiguiente 
(ab — a'b) + (a'b — a'b’) = ab- ab' EK. 


Pero esto indica (precisamente de la teoría de grupos) que ab + K = a'b' + 
K, exactamente lo que se requería para que el producto dado estuviera bien de- 
finido. í 

De manera que R/K está dotado ahora de una suma y un producto. Además, 
la aplicación y: R > R/K definida por (a) = a + K para a ER es un homo- 
morfismo de R sobre R/K con núcleo o kernel K. (Pruébese.) Esto indica inme- 
diatamente que R/K es un anillo, por ser la imagen homomorfa del anillo R. 

Todo esto se resume en el 


TEOREMA 4.3.2. Sea K un ideal de R. Entonces el grupo cociente 


R/K como grupo aditivo es un anillo con respecto a la multiplicación 
(a + KXb + K) = ab + Ke Además, la aplicación e: R > R/K defi- 
nida por p(a) = a + K para a €E R es un homomorfismo de R sobre 
R/K que tiene a K como su núcleo. De manera que 2 R/K es una imagen 


homomorfa de R. 


Precisamente de la consideración de R como un grupo aditivo se tiene, por 
la teoría de grupos, que si y es un homomorfismo de R en R’, entonces es 
inyectivo si y sólo si K(p) = 0. Como se hizo para los grupos, se define que 
un homomorfismo es un monomorfismo si es inyectivo. Se define que R y R’ 
son isomorfos si existe un monomorfismo de R sobre R’. 

Se tendría que ser tremendamente pesimista para no esperar que los teoremas 
de homomorfismos probados en las Secciones 2.5 y 2.6 del Capítulo 2 sean válidos 
ahora. En realidad lo son, con las pequeñas adaptaciones obvias necesarias para 
llevar a cabo las demostraciones. Sin más ni más, se formulan los teoremas de 
homomorfismos, dejando al lector los pocos detalles necesarios para completar 
las demostraciones. š 


TEOREMA 4.3.3 (PRIMER TEOREMA DE HOMOMORFISMOS). 


Sea la aplicación p: R > R’ un homomorfismo de R sobre R’ con núcleo 
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K. Entonces R’ = R/K; en realidad, la aplicación y: R/K >R' definida 
por y(a + K) = (a) es un isomorfismo de R/K sobre R’. 


Pasamos al siguiente teorema de homomorfismos. 


TEOREMA 4.3.4 (SEGUNDO _TEOREMA DE HOMOỌOMỌRFIŞ- 
MOS). Sea la aplicación p: R > R’ un homomorfismo de R sobre R’ 
con núcleo K. Si Z’ es un ideal de R’, sea I = {a E R| (a) ET"). En- 
tonces / es un ideal de R, D Ke VK = J'. Esto establece una corres- 
pondencia biyectiva entre todos los ideales de R’ y aquellos ideales de 
R que contienen a K. 


Finalmente, llegamos al último de los teoremas de homomorfismos que 
queremos formular. Existen otros, desde luego; ésos se dejan para los problemas. 


TEOREMA 4.3.5 (TERCER TEOREMA DE HOMOMORFISMOS). 
Sea la aplicación p: R > R’ un homomorfismo de R sobre R’ con núcleo 
K. “Și TI’ es un ideal de R’ e I = fa € Rlp(a) € I}, entonces RI = 
R'/T. De manera equivalente, si K es un ideal de Rel D K es un ideal 
de R, entonces R/I = (R/K)/(1/K).. 


Concluye esta sección con una inspección a algunos de los aspectos tratados 
en ciertos ejemplos. 


EJEMPLOS 


1. Como de costumbre, se utiliza el anillo Z de los enteros como primer 
ejemplo. Sea n > 1 un entero fijo e Z, el conjunto de los múltiplos de n; 
entonces /, es un ideal de R. Si Z, es el anillo de los enteros mód n, defínase 
e: Z > Z, por (a) = [a]. Como puede verse fácilmente, p es un homo- 
morfismo de Z sobre Z, con núcleo /,. Así que por el Teorema 4.3.3, Z, = 
Z/l,. (Esto no debe sorprender, porque es como originalmente se introdujo Z,,.) 


2. Sea Fun campo; ¿cuáles pueden ser los ideales de F? Supóngase que 7 + 
(0) es un ideal de F; sea a + 0 € I. Entonces, dado que / es un ideal de F, 1 = 
ala € I, pero entonces, puesto que 1 € J, rl = r€ J, para todo r € F. En 
forma breve, Z = F. De manera que F tiene solamente los ideales triviales (0) 
y el propio F. 


3. Sea R el anillo de los números racionales que tienen denominadores 
impares en su forma reducida. Sea 7 el conjunto de aquellos elementos de R 
que en su forma reducida tienen numerador par; es fácil ver que / es un ideal 
de R. Defínase y: R > Z,, los enteros mód 2, por (a/b) = O si a es par 
(a y b no tienen factor común) y (a/b) = 1 si a es impar. Se deja al lector 
verificar que y es un homomorfismo de R sobre Z, con núcleo 7. De modo que 
Z, = R/I. Proporciónese el isomorfismo explícito de R/I sobre Z,.. 
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4. Sea R el anillo de los números racionales cuyos denominadores (en su 
forma reducida) no son divisibles entre p; p es un primo fijo. Sea Z el con- 
junto de aquellos elementos de R cuyo numerador es divisible entre p; 7 es un 
ideal de R y R/I = Z,, ios enteros mód p. (Pruébese.) 


5. Sea R el anillo de todas las funciones continuas reales definidas en el 
intervalo unitario cerrado donde (f + gXx) = f(x) + e(x) y (JeXx) = 
fode(x) para f, g ER, x € [0, 1]. Sea Z = {fE R|F() = 0). Afirmamos 
que / es un ideal de R. Evidentemente, es un subgrupo aditivo. Además, si f € 
Iy g ER, entonces f(3) = 0, así que (124) = fG)2G) = 02G) = 0. De manera 
que fg E I; dado que / es conmutativo, gf también está en Z. Por lo tanto T 
es un ideal de R. 

¿A qué es igual R/7? Dada calquier f € R, entonces 


FO = VOS) +G = 200) + fG), 


donde g(x) = f(x) — fG). Debido a que g(3) = fG) -S G) = 0, g está en 7. 
Así que g + I = I. De manera que f + I = (fG) + g) + 1 = f(}) + I. Como 
F() es precisamente un número real, R/I consta de las clases laterales œ + T 
para a real. Afirmamos que surgen todos los reales œ. Ya que si £(3) = B + 
0, entonces 


ABU + I = (98 + XF + D = (08 + DIEGO) +D 
= (aß + IX8 +D=0aB8B+I=a + 1. 
Así que R/I consiste en todas las «+ + Z, a real. De manera que se puede de- 
mostrar que R/I es isomorfo al campo de los reales. 
Ahora se aplica el Teorema 4.3.3 para demostrar que R/I = R (el campo 
de los reales). Sea p: R > R definida por p(£) = £(3). Entonces p (como ante- 


riormente) es suprayectiva y K(p) = {f E RIF() = 0); en otras palabras, 
K(p) = I. Así que R/I = imagen de p = campo de los reales. 


6. Sea R el anillo de los cuaternios enteros, es decir, 


R = (a + ai + œj + ask|ao e, a2, œ E Z} 
y sea 
I, = {ao + ayi + @j + ak E R|p|a; para i = 0, 1, 2, 3, p un primo fijo). 


El lector debe verificar que 7, es un ideal de R y que R/I, = H(Z,) (véase el 
Problema 38 de la Sección 4.1 y el párrafo anterior a él). 


á _f(a da 
7. Sea R t y 





a,b reales); R_es un subanillo de las matrices 2 Xx 


0 


2 sobre los reales. Sea I = lo 


J b real}; se ve fácilmente que / es un 
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subgrupo aditivo de R. ¿Es Z un ideal de R? Considérese 
E all El A 
0 x\O 0 0 0)” 
así que está en /. De manera semejante, 
eae e s) 
0 0/\0 x 0 0) 
de modo que también está en Z. Por lo tanto / es un ideal de R. ¿A qué es igual 


R/I? Se enfoca desde dos puntos de vista. 
Dada 


a b a bi _ (a 0 0 b 
[s b) eR, entonces (a b) = (a °) (0 b) 


a PTR a IS 


ya que | S à | está en 7. De modo que todas las clases laterales de 7 en R tienen 


así que 


osa 


la forma | a 9) + I. Si ésta se aplica sobre a, es decir, y l | a 0 |+ I ) 
0 a 0 a 


a, se puede comprobar que y es un isomorfismo sobre el campo de los reales. 
Así que R/I = campo de los reales. 

Se verá que R/I = campo de los reales de otra manera. Defínase y: R > 
a 


0 


dadas ja Al F T entonces 


reales por el > = a. Afirmamos que p es un homomorfismo. Porque, 


olo alze elg oe 
o e 
Es ml AA 
por consiguiente, 

a A are 


SE 
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y 
ello alo solo. Hal 


=ac=| e befe A 


e) 
Así que q es efectivamente un homomorfismo de R sobre el campo de los reales. 


, EONA oq;l4 b a b\ 
¿A qué es igual K(g)? Si ( 4) SK), entonces els al a, por una 


parte, por la definición de ọ, y aF A = 0, ya que le o) € K(q). De 
manera que a = 0. De esto se obtiene que 7 = K(q). Así que R/T = imagen 
de y = campo de los reales por el Teorema 4.3.3. 


8. Sea R = / a a a, b reales ; y C el campo de los números com- 


plejos. Defínase y: R > por y E b i | = a + bi. Se deja al lector verificar 


que y es un isomorfismo de R sobre €. De manera que R es isomorfo al campo 
de los números complejos. 


9. Sea R cualquier anillo conmutativo con unidad. Si a € R, sea (a) = 
{xa|x E R}. Afirmamos que (a) es un ideal de R. Para ver esto, supóngase que 
u, v E (a); de esta manera u = xa, v = ya para ciertos x, y € R, de donde 


u +v = xa + ya = (x+ y)a € (a). 


Además, si u € (a) y r E€ R, entonces u = xa, por consiguiente ru = r(xa) = 
(rx)a, así que está en (a). De esta manera (a) es un ideal de R. 

Obsérvese que si R no es conmutativo, entonces (a) no es necesariamente 
un ideal; pero desde luego es un ideal izquierdo, de R. 


PROBLEMAS 4.3 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. Si R es un anillo conmutativo y a ER, sea L(a) = {a € R|xa = 0). Pruébese 
que L(a) es un ideal de R. 


2. Si R es un anillo conmutativo con unidad y no tiene otros ideales aparte 
de (0) y él mismo, pruébese que R es un campo. (Sugerencia: Examínese 
el Ejemplo 9.) 


3. Si y: R > R’ es un homomorfismo de R sobre R’ y R tiene elemento unidad, 
1, demuéstrese que (1) es el elemento unidad de R’. 
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4. 


© o Jo 


10. 
11. 


12. 
13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Si 7, J son ideales de R, defínase Z + J por I + J = {i + jli EL j EJ}. 
Pruébese que Z7 + J es un ideal de R. 


. Si Z es un ideal de R y A es un subanillo de R, demuéstrese que Z N A es 


un ideal de A. 


. Si Z, J son ideales de R, demuéstrese que 7 N J es un ideal de R. 
. Proporcionar una demostración completa del Teorema 4.3.2. 
. Proporcionar una demostración completa del Teorema 4.3.4. 


. Sea y: R > R' un homomorfismo de R sobre R’ con núcleo K. Si A’ es 


un subanillo de R’, sea A = {a E R|p(a) € A“). Demuéstrese que: 

(a) A es un subanillo de R, A D K. 

(b) A/K = A”. 

(c) Si A’ es un ideal izquierdo de R’, entonces A es un ideal izquierdo de R. 


Pruébese el Teorema 4.3.5. 


Con referencia al Ejemplo 3, proporcionar el isomorfismo explícito de R/I 
sobre Z2. 


En relación con el Ejemplo 4, demostrar que R/I = Z, 
En relación con el Ejemplo 6, demostrar que R/I, = H(Z,). 


Relativo al Ejemplo 8, verifíquese que la aplicación y dada es un isomorfismo 
de R sobre €C. 


Si Z, J son ideales de R, sea 7J el conjunto de todas las sumas de elementos 
de la forma ij, donde ¡E I, ¡€ J. Pruébese que 7J es un ideal de R. 


Demuéstrese que el anillo de las matrices 2 x 2 sobre los reales tiene ideales 
izquierdos no triviales (y también ideales derechos no triviales). 


Si A es un subanillo de R e / es un ideal de R, sea 
A+I=(a + ¡la € A, ¡€ l). 

Pruébese que: 

(a) A + Tes un subanillo de R, 4 + IDI 

(b) (4 + DI = AMAN D. 

Si R, $ son anillos, defínase la suma directa de R y S, R e S, mediante 
ReS = [(r, s)|IrER,sES) 

donde (r, s) = (ri, Sı) si y sólo sir = ři, s = Sı, y donde 

(r,s) + (t u)=(r+t, s +u), (r, SXt, u) = (rs, tu). 


Demuéstrese que R e S es un anillo y que los subanillos {(r, 0)|r E R} y 
(0, s)|s E S} son ideales de R e S isomorfos a R y S, respectivamente. 
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0 
(a) R es un anillo. 
(b) Z es un ideal de R. 
(©) R/I = FeF, donde F es el campo de los números reales. 


20. Si Z, J son ideales de R, sean R, = R/I y R, = R/J. Demuéstrese que 
ep: R > R, 0 R, definida por y(r) = (r + I,r + J) es un homomorfis- 
mo de R en R, € R, tal que K(p) = IAJ. 


19.SiR = (a P ||a, b, cxeales) el = | 0 


| 0 e | | b real) , demuéstrese que: 


21. Sea Z;s el anillo de los enteros mod 15. Demuéstrese que Zj; = Z, 0 Zs. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


22. Sea Z el anillo de los enteros y m, n dos enteros primos entre sí, Z„ el con- 
junto de los múltiplos de m en Z e /, el conjunto de los múltiplos de n en Z. 
(a) ¿A qué es igual /,, O 2? 
(b) Aplíquese el resultado del Problema 20 para demostrar que hay un iso- 
morfismo de Z/Imn en Z/I,, e Z/I,. 
(c) Contando los elementos de ambos lados, demuéstrese que 


Z/Imn = Zn O Zp. 


23. Si m, n son primos entre sí, pruébese que Zm = Zm O Z,. (Sugerencia: Pro- 
blema 22.) 


24. Aplíquese el resultado de los Problemas 22 o 23 para probar el teorema 
chino del residuo, el cual afirma que si m y n son enteros relativamente primos 
y a, b enteros cualesquiera, se puede encontrar un entero x tal que x = 
a mód m y x = b módn, simultáneamente. 


25. Sea R el anillo de las matrices 2 x 2 sobre los números reales; supóngase 
que / es un ideal de R. Demuéstrese que 7 = (0) o bien 7 = R. (Contrástese 
esto con el resultado del Problema 16.) 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


26. Sean R un anillo con unidad y S el anillo de las matrices 2 x 2 sobre R. 
Si Z es un ideal de S demuéstrese que existe un ideal J de R tal que Z con- 
siste de todas las matrices 2 x 2 sobre J. 


27. Si Pi, P», ..., Pn son primos distintos, demuéstrese que hay exactamente 
2” soluciones de x? = x mód (p; :** Pa), donde 0 < x < pi *** Pre 


28. Supóngase que R es un anillo cuyos únicos ideales izquierdos son (0) y el 
mismo R. Pruébese que ya sea que R es un anillo o bien R tiene p elementos, 
p primo, y ab = 0 para todoa, bE R. 
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29. Sea R un anillo con unidad 1. Se dice que un elemento a E R tiene un inverso 
izquierdo si ba = 1 para algún b € R. Demuéstrese que si el inverso izquierdo 
b de a es único, entonces ab = 1 (de manera que b también es un inverso 
derecho de a). 


4.4 IDEALES MÁXIMOS 


Esta sección tendrá un teorema importante. Su importancia será fácil de entender 
solamente cuando se estudien los campos en el Capítulo 5. Sin embargo, es un 
resultado que se sostiene sobre sus propios pies. No es difícil de probar, pero 
en matemáticas la correlación entre difícil e importante no siempre es alta. Existen 
muchos resultados difíciles que son de muy poco interés y de importancia aún 
menor, y algunos resultados sencillos que son cruciales. Desde luego, existen 
otros resultados —muchísimos— que son de increíble dificultad e importancia. 


LEMA 4.4.4. Sea R un anillo conmutativo con unidad cuyos únicos 


DEMOSTRACIÓN. Sea a + 0 un elemento de R. Entonces (a) = {xa|x € R} es 
un ideal de R, como se verificó en el Ejemplo 9 de la sección precedente. Puesto 
que a = la E (a), (a) + 0. Por consiguiente, por la hipótesis relativa a R, (a) = 
R. Pero entonces, por la definición de (a), todo elemento i € R es un múltiplo 
xa de a para algún x € R. En particular, como 1 € R, 1 = ba para algún b € 
R. Esto demuestra que a tiene el inverso b en R. Por lo tanto, R es un campo. 


En el Teorema 4.3.4 (segundo teorema de homomorfismos) se vio que si 
y: R > R’ es un homomorfismo de R sobre R’ con núcleo K, entonces existe 
una correspondencia biyectiva entre ideales de R’ e ideales de R que contienen 
a K. Supóngase que no existen otros ideales aparte de K mismo y R que con- 
tengan a K. ¿Qué implica esto respecto a R '? Puesto que (0) en R' corresponde 
a K en R, y R corresponde a R’ en esta correspondencia dada por el segundo 
teorema de homomorfismos, se debe concluir que en este caso R’ no tiene otros 
ideales aparte de (0) y él mismo. De manera que si R’ es conmutativo y tiene 
elemento unidad, entonces por el Lema 4.4.1, R’ debe ser un campo. 

Esto sugiere la siguiente definición. 


DEFINICIÓN. Un ideal propio M de R es un ideal máximo de R si los 
únicos ideales de R que contienen a M son el mismo M y R. 


En la discusión anterior a esta definición ya casi se probó el 


TEOREMA 4.4.2. Sean R un anillo conmutativo con unidad 1 y 
M un ideal máximo de R. Entonces R/M es un campo. 
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DEMOSTRACIÓN. Existe un homomorfismo de R sobre R' = R/M, y pues- 
to que 1 E R se tiene que R’ tiene a 1 + M como su elemento unidad. Co- 
mo M es un ideal máximo de R, se vio en la discusión anterior que R’ no tiene 
ideales no triviales. Por consiguiente, por el Lema 4.4.1, R’ = R/M es un 
campo. 


Este teorema será la entrada al estudio de los campos, ya que permitirá 
construir campos particularmente deseables siempre que se les necesite. 
El Teorema 4.4.2 tiene recíproco, que es: 


TEOREMA 4.4.3. Si R es un anillo conmutativo con unidad 1 y Mun 
ideal de R tal que R/M es un campo, entonces M es un ideal máxi- 
mo de R, 


DEMOSTRACIÓN. En el Ejemplo 2 de la Sección 4.3 se vio que los únicos ideales 
de un campo F son (0) y el mismo F. Puesto que R/M es un campo, tiene sola- 
mente a (0) y él mismo como ideales. Pero entonces, por la correspondencia 
dada por el Teorema 4.3.4, no puede existir ningún ideal de R propiamente entre 
M y R. Por consiguiente, M es un ideal máximo de R. 


Se dan algunos ejemplos de ideales máximos en anillos conmutativos. 


EJEMPLOS 


1. Sea Z el anillo de los enteros y M un ideal de Z. Como un ideal de Z 
se tiene, naturalmente, que M es un subgrupo aditivo de Z, así que debe con- 
sistir de todos los múltiplos de cierto entero fijo n. De esta manera, puesto que 
R/M = Z, y Z, es un campo si y sólo si n es primo, se tiene que M es un ideal 
máximo de Z si y sólo si M consiste de todos los múltiplos de cierto primo p. 
Por consiguiente, el conjunto de ideales máximos de Z corresponde al conjunto 
de los números primos. 


2. Sean Z el anillo de los enteros y R = {a + bila, b € Z}, un subani- 
llo de € (i? = —1). En R sea M el conjunto de todos los a + bi de R, en los 
que 3|a y 3|b. Se deja al lector verificar que M es un ideal de R. 

Afirmamos que M es un ideal máximo de R. Supóngase que N D My N+ 
M es un ideal de R. Así que hay un elemento r + si E N, donde 3 no divide 
ni a r ni a s. Por lo tanto, 34(r? + s?). (Pruébese.) Pero £ = r? + s? = 
(r + sr — si), así que está en N, ya quer + si E N y N es un ideal de R. De 
esta manera, N tiene un entero £ = r? + s? no divisible por 3. Así que ut + 
3v = 1 para ciertos enteros u, v; pero ¿€ N, por consiguiente ut € N 
y3EMC N, de modo que 3v E€ N. Por lo tanto, 1 = uf + 3v E N. Por 
consiguiente, (a + bi)l E N, puesto que N es un ideal de R, para todo a + 
bi E R. Esto indica que N = R. De manera que el único ideal de R arriba de 
M es el mismo R. Consecuentemente, M es un ideal máximo de R. 

Por el Teorema 4.4.2 se sabe que R/M es un campo. Se puede demostrar 
(véase el Problema 2) que R/M es un campo que tiene nueve elementos. 
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3. Sean R como en el Ejemplo 2 e Z = [a + bi|S|la y 5|b}. Afirmamos 
que 7 no es un ideal máximo de R. i 

En R se puede factorizar 5 = (2 + Q — i). Sea M = {x(2 + |x ER}. 
M es un ideal de R, y puesto que 5 = (2 + i)X(2 — i) está en M, se ve que I C 
M. Evidentemente, I + M ya que 2 + i E M y no está en I porque 542. Así 
que 7 4 M. ¿Puede ser M = R? Si así fuera, entonces (2 + ¡Na + bi) = 1 
para ciertos a, b. Esto dice que 2a — b = 1 y 2b + a = 0; estas ecuaciones 
implican que 5a = 2, así quea =?2,b = —ż}. Pero ¿€ Z, — ¿4 Z; el elemento 
a + bi = ż — li no está en R. Por lo tanto MA R. 

Se puede demostrar, sin embargo, que M es un ideal máximo de R (véase 
el Problema 3). 


4. SeaR = la + by2|a, b enteros), el cual es un subanillo del campo de 
los reales respecto a la suma y al producto de números reales. Se deduce que 
R es un anillo a partir de que 


(a + b42) + (c + d2) = (a + c) + (b + div2 
(a + bV2Xc + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + beon2. 


Sea M = [a + bV2 € R|5]a y 5|b}. Se ve fácilmente que M es un ideal de 
R. Se deja al lector demostrar que M es un ideal máximo de R y que R/M es 
un campo que consta de 25 elementos. 


5. Sea R el anillo de todas las funciones continuas reales definidas en el 
intervalo unitario cerrado [0, 1]. En el Ejemplo 5 de la Sección 4.3 se demostró 
que si M = {f E R|F(%) = 0), entonces M es un ideal de R y R/M es iso- 
morfo al campo de los reales. De esta manera, por el Teorema 4.4.3, Mes un 
ideal máximo de R. 

Desde luego, si se define M, = {f E R|f(y) = 0), donde y € [0, 11, 
entonces M, también es un ideal máximo. Se puede demostrar que todo ideal 
máximo de R es de la forma M, para algún y € [0, 1], pero para probarlo se 
requerirían algunos resultados de la teoría de variable real. 

Lo que este ejemplo demuestra es que los ideales máximos de R corresponden 
a los puntos de [0, 1]. 


PROBLEMAS 4.4 


1. Si a, b son enteros y 3 4 a, 3 + b, demuéstrese que 3 } (a? + b?). 


2. Demostrar que en el Ejemplo 2, R/M es un campo que consta de nueve ele- 
mentos. 


3. En el Ejemplo 3, demuéstrese que M = [x(2 + i)|x ER) es un ideal máximo 
de R. 
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. En el Ejemplo 3, probar que R/M = Zo. 
. En el Ejemplo 3, probar que R/I = Z, e Z;. 
. En el Ejemplo 4, demuéstrese que M es un ideal máximo de R. 


. En el Ejemplo 4, probar que R/M es un campo que consta de 25 elementos. 


SL u A Nh A 


Utilizando el Ejemplo 2 como modelo, constrúyase un campo que conste 
de 49 elementos. 


Hacemos una breve excursión de vuelta a las congruencias mód p, donde 
p es un primo impar. Si a es un entero tal que p ł a y x? = a mód p tiene 
una solución para x en Z, se dice que a es un residuo cuadrático mód p. De 
lo contrario, se dice que a es un no residuo cuadrático mód p. 


9. Demuéstrese que (p — 1)/2 de los números 1, 2, ..., p — 1 son residuos 
cuadráticos y (p — 1)/2 son no residuos cuadráticos mód p. [Sugerencia: De- 
muéstrese que (x?|x + 0 € Z,) forma un grupo de orden (p — 1)/2.] 


10. Sea m > 0 un elemento de Z + supóngase que m no es un cuadrado en Z. 
Sear = [a + Vmbja, b € Z}. Pruébese que R es un anillo respecto a las 
operaciones de suma y producto de números reales. 


11. Si p es un primo impar, sea el conjunto Z, = [a + Vmb|pla y p|b), donde 
a + Vmb ER, el anillo del Problema 10. Demuéstrese que Z, es un ideal 
de R. 


12. Si m es un no residuo cuadrático mód p, demuéstrese que el ideal 7, del 
Problema 11 es un ideal máximo de R. 


13. En el Problema 12 demuéstrese que R//, es un campo que consta de p? ele- 
mentos. 


4.5 ANILLOS DE POLINOMIOS 


En la materia que se considera en esta sección interviene el concepto de polinomio 
y el conjunto de todos los polinomios sobre un campo dado. Se espera que la 
mayoría de los lectores tenga cierta familiaridad con el concepto de polinomio 
de sus estudios de preparatoria y que hayan visto algunas de las cosas que se 
realizan con ellos como son: factorización, búsqueda de sus raíces, división de 
uno entre otro para obtener un residuo, etcétera. El énfasis que se dará al con- 
cepto y objeto algebraico conocido como anillo de polinomios será en un sentido 
bastante diferente al dado en cursos elementales. 

Como quiera que sea, lo que se procurará hacer aquí es introducir el anillo 
de polinomios sobre un campo y demostrar que dicho anillo es susceptible de 
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una cuidadosa disección que revela su estructura más íntima. Como se verá, 
este anillo se comporta muy bien. El desarrollo debe recordar lo que se hizo 
con el anillo de los enteros en la Sección 1.5 del Capítulo 1. De manera que nos 
encontraremos con los análogos del algoritmo de Euclides, máximo común 
divisor, divisibilidad, y posiblemente más importante, el análogo apropiado de 
número primo. Esto conducirá a la factorización única de un polinomio general 
en dichos **polinomios primos” y a la naturaleza de los ideales y los ideales 
máximos en este nuevo escenario. 

Mas el anillo de polinomios goza de una característica que el anillo de los 
enteros no: el concepto de raíz de un polinomio. El estudio de la naturaleza de 
tales raíces —que en su mayor parte se hará en el capítulo siguiente— cons- 
tituye una vasta e importante parte de la historia algebraica del pasado. Se le 
conoce con el título de teoría de las ecuaciones y en su honroso pasado se ha 
obtenido una gran variedad de resultados magníficos en esta área. Con fun- 
dadas esperanzas, veremos algunos de ellos a medida que el desarrollo del 
tema avance. 

Después de este bosquejo superficial de lo que se pretende hacer, pasamos 
a realizarlo. 

Sea F un campo; el anillo de polinomios en x sobre F, que siempre se expresará 
como F[x], es el conjunto de todas las expresiones formales p(x) = ap + 
ax + +t + aX"! + q,x”, donde los a;, llamados coeficientes del 
polinomio p(x), están en F. En F[x] se definen igualdad, suma y producto de 
dos polinomios para hacer de F[x] un anillo conmutativo como sigue: 


4. IGUALDAD. Se define que p(x) = as + ax + ° + a,x” y q(x) = 
bo + bix + ++} + bx" son iguales si y sólo si sus coeficientes correspon- 
dientes son iguales, es decir, si y sólo si a, = b; para todo i > 0. 


2. ADICIÓN. Si p(x) = 4% + ax + ° + a,x" y q(x) = bo + bix + 
-+ + bmx", se define p(x) + q(x) = Cy + cix + :** + cx", donde para cada 
i, G = 4 = bi 
Así que los polinomios se suman sumando sus coeficientes correspondientes. 
La definición de multiplicación es un poco más complicada. Primero se define 
aproximadamente y luego en forma más precisa. 


3. MULTIPLICACIÓN. Si p(x) = a + ax + :*> + ax" y q(x) = bo + 
bix + ->° + bmx”, se define p(x)q(x) = co + cix + :** + c&x', donde los 
c; se determinan multiplicando la expresión formalmente (es decir, en cuanto 
a la forma), utilizando las leyes distributivas y las reglas de los exponentes 
xx” = x*"*”, y reuniendo términos. De manera más formal, 


Ci = dibo + aib, + +t + abii + obi para todo i. 
Estas operaciones se ilustran con un ejemplo sencillo, pero primero un dis- 
positivo notacional: si algún coeficiente es 0, simplemente se omite ese término. 
De manera que 9 + Ox + 7x? + 0x? — 14x* se escribe como 9 + 7x? — 14x4. 
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Sean p(x) = 1 + 3x?, q(x) = 4- 5x + 7x?-— x?. Entonces p(x) + 
q(x) = 5— 5x + 10x? — x? mientras que 


(1 + 3x24 — 5x + 7 — x’) 

4 —5x + 7x2 xX? + 3x4 — 5x + 7x? — x’) 

4 — 5x + 1x?- x? + 12x? — 15x? + 21x* — 3x* 
= 4 — 5x + 19x? — 16x? + 21x* — 3x5. 


p(x)ą(x) 


Pruébese este producto utilizando los c; dados anteriormente. 

En cierto sentido esta definición de F [x] no es una definición en modo alguno. 
Nos hemos permitido el lujo de meter la mano en ella. Pero servirá. Se podrían 
emplear sucesiones para definir formalmente F [x] de una manera más precisa, 
pero ello simplemente oscurecería lo que para la mayoría de los lectores es 
bien conocido. 

La primera observación que se hace (la cual no se verifica) es que F [x] es 
un anillo conmutativo. El examinar al fondo los detalles de comprobación de 
los axiomas de un anillo conmutativo, es una tarea sencilla pero laboriosa. No 
obstante, es importante tomar nota del 


LEMA 4.5.4. F[x] es un anillo conmutativo con unidad, 


DEFINICIÓN. Si p(x) = a, + ax + --: + a,x” y a, +0, entonces 
el grado de p(x), denotado por grd p(x), es n.* 


De modo que el grado de un polinomio p(x) es la potencia más alta de x 
presente en la expresión de p(x) con coeficiente no nulo. De esta manera 
grd(x— x? + x*) = 4, grd(7x) = 1, grd7 = 0. A 0 no se le asigna grado. 
Los polinomios de grado 0 se llaman constantes; así que el conjunto de cons- 
tantes se puede identificar con F. 

La función que asigna grados en F[x] desempeñará un papel semejante al 
del tamaño de los enteros en Z, en el sentido de que proporcionará un algoritmo 
euclídeo para F[x]. 

Una propiedad inmediata e importante de la función grado es que se com- 
porta bien para productos. 


LEMA 4.5.2. Si p(x), q(x) son elementos de F [x] distintos de cero, 
entonces grd (p(x)g(x)) = grdp(x) + grdq(x). 


DEMOSTRACIÓN. Sean m = grdp(x) y n = grdq(x); de esta manera el 
polinomio p(x) = Ay + ax + *** + ax”, donde a,, + 0, y el polinomio 
q(x) = bo + bix + *** + b,x”, donde b, + 0. La potencia más alta de x que 
puede ocurrir en p(x)q(x) es x”*", por la definición del producto. ¿Cuál es el 


* (N. del R.) En esta versión, para mayor claridad se utiliza la notación grd en vez de deg (del 
inglés degree) que se usa en el texto originai. 
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coeficiente de x”*"? El único camino por el que x”*” puede ocurrir es por 
(Am "Nb,x") = Amb,x”*”, Por lo tanto el coeficiente de x”+” en p(x)q(x) es 
ambn, que no es cero, ya que am + 0, b, + 0. De esta manera (p(x)q(x)) = 
m + n = grdp(x) + grdq(x), como se afirmó en el lema. 


También se tiene cierta información respecto a grd (p(x) + q(x)). Ésta es 


LEMA 4.5.3. Si p(x), q(x) € Fix] y p(x) + q(x) + 0, entonces 
erd(p(x) + q(x)) < máx (grd p(x), grd q(x)). 


La demostración del Lema 4.5.3 se deja al lector. Este lema no será 
importante en lo que sigue, en tanto que el Lema 4.5.2 sí lo será. Se le presenta 
de tal manera que la suma “* +”” no parezca menospreciada respecto al producto. 

Una consecuencia inmediata del Lema 4.5.2 es 


LEMA 4.5.4, F[x] es un dominio integral. 


DEMOSTRACIÓN. Si p(x) + 0 y q(x) + 0, entonces grd p(x) > 0, grdq(x) > 
0, de manera que grd (p(x)qg(x)) = grdp(x) + grdq(x) > 0. Por lo tanto, 
p(x)q(x) tiene grado, así que no puede ser 0 (el cual no tiene grado asignado). 
Por consiguiente, F'[x] es un dominio integral. 


Una de las cosas que tuvimos que aprender fue dividir un polinomio entre 
otro. ¿Cómo lo hacíamos? El procedimiento se llama división larga. Con un 
ejemplo se ilustra cómo se realiza, ya que lo que se hace en el ejemplo es 
el modelo de lo que se hará en el caso general. 

Se desea dividir x* — 7x + 1 entre 2x? + 1. Esquemáticamente se realiza 
como sigue: 


be? -hx 
(2x? + 1))x* -7x + 1 
xt + ix? 
=1x? -7x 
—}ix? —łx 
-34x +1 


y esto se interpreta como: 
x4 — Ix +1 = (2x? + 1)(ix? - ix) +(- 2x + 1). 


A —2x + 1 se le llama residuo de esta división. 

¿Qué se hizo exactamente? Primero, ¿de dónde provino /4x?? Éste re- 
sultó del hecho de que cuando se multiplica 2x? + 1 por 2x? se obtiene 
xt, la potencia más alta presente en xt — 7x + 1. De manera que al restar 
14xU2Qx? + 1) de x*-—7x + 1 desaparece el término x* y se continúa con lo 
que queda, repitiendo el procedimiento. 
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Este “repitiendo el procedimiento”” sugiere inducción y así es como se llevará 
a cabo la demostración. Pero téngase presente que todo lo que se hará es lo 
que se hizo en el ejemplo anterior. 

Lo que resulta es algo semejante al algoritmo de Euclides de los enteros. 
Sin embargo, aquí se le llama algoritmo de la división. 


TEOREMA 4.5.5 (ALGORITMO DE LA DIVISIÓN). Dados los po- 


linomios f(x), g(x) E F[x], donde g(x) + 0, se cumple entonces que 


f(x) = q(x)e(x) + r(x), 





donde q(x), r(x) E€ Fix] y r(x) = 00 bien grdr(x) < grd g(x). 


DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en grd f(x). Si f(x) = 0 o bien 
grdf(x) < grd g(x), entonces f(x) = Og(x) + f(x), lo cual satisface la con- 
clusión del teorema. 

. Supóngase entonces que grd f(x) > grd g(x); de esta manera el polinomio 





FX) = % + ax + t° + ax”, donde am + 0 y el polinomio g(x) = bo + 
bix + ++ + b,x”, donde b,+*0ymz> mn. 
Considérese 
am a m 
g x 8l) = g b + bx +e +b,x”) 
a mbo 
= r i E a A ad 


m 
n 


así que (am/b,)x"—"g(x) tiene el mismo grado e igual coeficiente de la potencia 


mayor que f(x), de modo que f(x) — (4m/b,)x”""g(x) = h(x) es tal que la 


relación grd h(x) < grd f(x) es válida. Por consiguiente, por inducción, 





h(x) = q(x)g(x) + r(x), en donde q(x), r(x) € F[x] 


y r(x) = 0, o bien grdr(x) < grdg(x). Recordando a qué es igual A(x), 
se obtiene 


h(x) = f(x) - Frig) = adela) + r(x) 


n 


por lo tanto 
fx) = | 77x” + qx) | g(x) + r(x). 


Si q(x) = (am/b,Jx">! + n se ha oeieo la forma asegurada por el 
teorema. 


El algoritmo de la división tiene una aplicación inmediata: permite determinar 
la naturaleza de todos los ideales de F [x]. Como se ve en el siguiente teorema, 
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un ideal de F [x] debe consistir simplemente de todos los múltiplos, por elementos 
de F[x], de cierto polinomio fijo. 


TEOREMA 4.5.6. Si 7+ (0) es un ideal de F[x], entonces 7 = 
{J fOe |) EF [x]); es decir, 7 consiste de todos los múltiplos del 
polinomio fijo g(x) por los elementos de F [x]. 


DEMOSTRACIÓN. Para probar el teorema, se necesita producir dicho polinomio 
fijo g(x). ¿De dónde se va a extraer? El único control numérico que se tiene 
sobre un polinomio dado es su grado. Así que se va a utilizar la función de grado 
como mecanismo para encontrar g(x). 

Puesto que / + (0), existen elementos en Z con grado no negativo. De manera 
que hay un polinomio g(x) + 0 en / de grado mínimo; es decir, g(x) + 0 está 
en J y si 0% t(x) € I, entonces grd f(x) > grd g(x). Por consiguiente, por el 
algoritmo de la división, f(x) = q(xJ)g(x) + r(x), donde r(x) = 0, o bien 
grdr(x) < grd g(x). Pero dado que g(x) € I e I es un ideal de F [x], se tiene 
que q(x)g(x) € I. Por hipótesis, f(x) € Z, así que t(x) — q(x)g(x) está en J, 
por lo tanto r(x) = t(x) — q(x)g(x) está en I. Puesto que g(x) tiene el grado 
mínimo de los elementos de Z y r(x) € I, grdr(x) no puede ser menor que 
erd g(x). De esta manera resulta que r(x) = 0. Pero esto indica que f(x) = 

9 ()2 (x). Por lo tanto todo elemento de 7 es un múltiplo de g(x). Por otra parte, 
puesto que g(x) € I e I es un ideal de F [x], f(x)e(x) € I para todo f(x) € 
F[x]. El resultado neto de todo esto es que 7 = [£()e(x)|.f(x) € F[x]). O 


DEFINICIÓN. Un dominio integral R se llama dominio de ideales prin- 
cipales si todo ideal 7 en R es de la forma 7 = {xa|x E R} para algún 
a€ l. 


El Teorema 4.5.6 se puede expresar como: F'[x] es un dominio de ideales 
principales. 

Si se considera el ideal generado por un polinomio dado, g(x), a saber 
(£002001f() E F[x]), se expresará como (g(x)). 

En la demostración se probó que si 7 es un ideal de R, entonces 7 = (g(x)), 
donde g(x) es un polinomio de grado mínimo contenido en /. Pero g(x) no es 
único, ya que sia + 0 EF, entonces ag(x) está en / y tiene igual grado que g(x), 
por lo tanto 7 = (ag(x)). 

Con el fin de obtener cierta clase de unicidad en esto, se destaca una clase 
de polinomios. 





DEFINICIÓN. f(x) € F[x] es un polinomio mónico si el coeficiente 
de su potencia más alta es 1. 


Así que si f(x) es mónico significa que 


FX) = x" + aix! + +++ + ax + 0. 
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Se deja al lector demostrar que si Z es un ideal de F [x], entonces existe 
solamente un polinomio mónico de grado mínimo en 7. Si se señala éste como 
generador de 7 se obtiene una unicidad “*mónica”” para la generación de /. 

El paso siguiente en este desarrollo paralelo a lo que sucede en los enteros, 
es introducir el concepto de que un polinomio divide a otro. 


DEFINICIÓN. Si f(x) y g(x) + 0 € F[x], entonces se dice que g(x) 
divide a f(x), expresado como g (x)| f(x), si f(x) = a(x)2 (x) para algún 
a(x) € F[x]. 


Obsérvese que si g(x)| f(x), entonces grd g(x) < grd f(x) por el Lema 4.5.2. 
Obsérvese también que si g(x)| f(x), entonces los ideales (£(x)) y (g(x)) de 
F[x], generados por f (x) y g(x), respectivamente, satisfacen la relación de con- 
tenido (£(x)) C (2£(x)). (Pruébese.) 

Nuevamente se pone de relieve el paralelismo entre el anillo Z de los enteros 
y F[x] pasando al concepto de máximo común divisor. Para obtener cierta clase 
de unicidad, se exigirá que el máximo común divisor siempre sea un polinomio 
mónico. 


DEFINICIÓN. Se dice que el polinomio d(x) € F[x] es el máximo 
común divisor de f(x), g(x) € F[x] [donde no son a la vez f(x) = 0 
y g(x) = 0] si d(x) es un polinomio mónico tal que: 

(a) dD |f x) y dnd lao. 

(b) Si ACOLFOD y h(x)|g(x), entonces h(x)|d(x). 


Aunque definimos el máximo común divisor de dos polinomios, no sabemos, 
hasta ahora, que existe, ni cuál puede ser su forma. Se podría haber definido 
de otra manera, equivalente, como el polinomio mónico de grado más alto que 
divide tanto a f(x) como a g(x). Si así se hiciera, su existencia sería automática, 
pero no se conocería su forma. 


TEOREMA 4.5.7. Dados f(x) y g(x)* 0 en F[x], entonces su 
máximo común divisor dí do) EF Lx] existe; además, d(x) - = a(x) fi (x) + 
bix)glx) para ciertos a(x), b(x) € F[x]. 


DEMOSTRACIÓN. Sea / el conjunto de todos los r(x)f(x) + s(x)g(x) cuando 
r(x), s(x) varían libremente en F[x]. Afirmamos que / es un ideal de R. Se 
tiene que 


(rS + $: 00800) + (DIO) + sg) 
= (1100 + ODIO) + (sx) + sd) (o, 


así que de nuevo está en J, y para t(x) € F [xl], 


ENOJO) + se) = (ECOO)IO) + (109s00)Z 00, 
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por lo tanto éste también está en Z. De esta manera / es un ideal de F [x]. Dado 
que g(x) + 0, se sabe que 7 + 0, ya que ambos f(x) y g(x) están en Z. 

Puesto que Z + 0 es un ideal de F [x], es generado por un polinomio mónico 
único d(x) (Teorema 4.5.6). Dado que f(x), g(x) están en Z, entonces deben 
ser múltiplos de d(x) por elementos de F[x]. Esto asegura que d(x)| f(x) y 
d(x)|e(x). 

Como d(x) € Ie Ies el conjunto de todos los r(x) f (x) + s(x)e(x), se tiene 
que d(x) = a(x) f(x) + b(x)e(x) para ciertos a(x), b(x) € F[x] apropiados. 
De esta manera si h(x)|f(x) y h(x)|e(x), entonces A(x)|(a(x) f(x) + 
b(x)e(x)) = d(x). Por lo tanto d(x) es el máximo común divisor de f(x) y g(x). 

Lo anterior prueba el teorema; la unicidad de d(x) se garantiza por la con- 
dición impuesta de que el máximo común divisor sea mónico. 


Otra manera de ver la unicidad de d(x) es por medio del 


LEMA 4.5.8. Si f(x) + 0, g(x) + 0 están en F[x] y flex) y 
28(x)| f(x), entonces f (x) = ag(x), donde a € F. 


DEMOSTRACIÓN. Por la condición de divisibilidad mutua de f(x) y g(x) se 
tiene, por el Lema 4.5.2, grd f(x) < grdg(x) < grdf(x), de manera que 
grdf(x) = grd g(x). Peró f(x) = a(x)g(x), por lo tanto 


grd f(x) = grda(x) + grdg(x) = grda(x) + grdf(x), 
por consiguiente grd a(x) = 0, de modo que a(x) = a, un elemento de F. [El 


Se deja al lector la demostración de la unicidad del máximo común divisor 
por medio del Lema 4.5.8. 


DEFINICIÓN. Se dice que dos polinomios f(x), g(x) en F[x]_ son 
primos entre sí si sa máximo común divisor es 1. 


Aunque el siguiente es simplemente un caso muy especial del Teorema 4.5.7, 
para ponerlo en relieve y tenerlo de referencia, formulamos: 


TEOREMA 4.5.9. Si Fo), g(x) € F[x] son relativamente primos, 
entonces a(x) f(x) + rbe) = 1 para ciertos a(x), b(x) EF[x]. A 
lai inversa, si a(x) f (x) + h(xjg(x) = 1 para ciertos a(x), b(x) EF [x], 


entonces f(x) y g(x) son primos entre sí. 
DEMOSTRACIÓN. Esta última parte se deja al lector como ejercicio. O 


Como con los enteros, se tiene 


TEOREMA 4.5.40. Tenemos que, si g(x) y f(x) son primos entre sí 
y si quod lfGdg00), entonces q(x)|g(x). 
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DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 4.5.9 a(x) f(x) + b(x)q(x) = 1 para ciertos 
a(x), b(x) € F[x]. Por lo tanto, 


a(x) f(x)g(x) + b(x)ą(x)g(x) = g(x). (1) 


Puesto que q(x)|b OD C)qa (x) y a(l f C)e(x) por hipótesis, q(x) divide al 
primer miembro de la relación (1). Por consiguiente, q(x) divide al segundo 
miembro de (1), es decir, q(x)|g(x), que es la conclusión deseada. [_] 


Estamos ahora preparados para destacar la importante clase de polinomios 
que desempeñarán el mismo papel como objetos primos en F[x] que desem- 
peñaron los números primos en Z. 


DEFINICIÓN. Un polinomio p(x) € F[x] de grado positivo es irre- 
ducible en F[x] si, dado cualquier polinomio f(x) en F[x], entonces 
ya sea que p(x)| f(x) o bien p(x) es primo respecto a f(x). 


Resulta inmediato que si p(x) es irreducible en F [x], entonces p(x) no puede 
ser factorizado de una manera no trivial en F[x]. Dicho en otras palabras, si 
p(x) = a(x)b(x), donde a(x) y b(x) están en F [x], entonces una de dos, a(x) 
es una constante o bien b(x) es una constante (constante = elemento de F). 

Obsérvese que la irreducibilidad de un polinomio depende del campo F. Por 
ejemplo, el polinomio x? — 2 es irreducible en O [x], donde Q es el campo de 
los números racionales; pero x? — 2 no es irreducible en R [x], donde R es el 
campo de los números reales, ya que en R [x] 


x? — 2 = (x — V2 Nx + 12). 


COROLARIO DEL TEOREMA 4.5.40. Si p(x) es irreducible en F [x] 


y p(x)la(x)a{x)':: a(x), donde a(x), ..., a(x) están en F[x], 
entonces p(x)|a{x) para algún i. 


DEMOSTRACIÓN. Se deja al lector. (Véase el Teorema 1.5.6.) E 


Además de sus otras propiedades, un polinomio irreducible p(x) en F [x] 
goza de la propiedad de que (p(x)), el ideal generado por p(x) en F [x], es un 
ideal máximo de F'[x]. Se prueba esto en seguida. 


TEOREMA 4.5.44. Si p(x) € Fx], entonces el ideal (p(x)) generado 


por p(x) en F[x] es un ideal máximo de F[x] si y sólo si p(x) es irre- 
ducible en F[x]. 


Y 


DEMOSTRACIÓN. Se prueba primero que si p(x) es irreducible en F [x], entonces 
el ideal M = (p(x)) es un ideal máximo de F [x]. Para tal fin, supóngase que 
N es un ideal de F[x] y N D M. Por el Teorema 4.5.6, 


N = (f(x) para algún Fx) E€ Fix]. 
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Como p(x) EM CN, p(x) = a(x)f(x), ya que todo elemento de N es de esta 
forma. Pero p(x) es irreducible en F[x], por consiguiente a(x) es constante o 
f(x) es constante. Si a(x) = a E F, entonces p(x) = af (x), así que f(x) = 
a” p(x), por lo tanto f(x) E M, lo cual indica que N C M, por consiguiente 
N = M. Por otra parte, si f(x) = b E€ F, entonces 1 = b™!b E N es un ideal 
de F [x], así que g(x)1 E N para todo g(x) € F [x]. Esto señala que N = F [x]. 
Por lo tanto, se ha demostrado que M es un ideal máximo de F [x]. 

Por otra parte, supóngase que M = (p(x)) es un ideal máximo de F [x]. 
Si p(x) no es irreducible, entonces p(x) = a(x)b(x), donde grda(x) > 1, 
grdb(x) > 1. Sea N = (a(x)); entonces, dado que p(x) = a(x)b(x), p(x) € 
N. Por lo tanto, M C N. Puesto que grda(x) > 1, N = (a(x)) + F[x], ya 
que todo elemento de (a(x)) tiene grado al menos igual al de a(x). Por ser M 
un ideal máximo, se concluye que M = N. Pero entonces a(x) E N = M, lo 
cual indica que a(x) = f(x)p(x); combinado con p(x) = a(x)b(x) = 
b(x)fGop(x), se obtiene que b(x)f(x) = 1. Puesto que grdl = 0 < 
grdb(x) < grd(b(x)f(x)) = grd1 = 0, se ha arribado a una contradicción. 
Por consiguiente, p(x) es irreducible. O 


Este teorema es importante porque indica exactamente cuáles son los ideales 
máximos de F[x], a saber, los ideales generados por los polinomios irreducibles. 
Si M es un ideal máximo de F [x], F[x]/M es un campo y éste contiene a F (o 
en forma más precisa, el campo {a + M]a € F}, que es isomorfo a F). Esto 
permite construir campos “decentes”? K > F, cuya decencia radica en que p(x) 
tiene una raíz en K. La formulación exacta y la explicación de esto se posponen 
hasta el Capítulo 5. 

El último tema que deseamos estudiar en esta dirección es la factorización 
de un polinomio dado como un producto de polinomios irreducibles. Obsérvese 
que si p(x) = ayx” + ax"! + -** + 4,_¡Xx + a, a + 0, es irreducible en 
F[x], entonces también a, *p(x) es irreducible en F[x]; sin embargo, az 'p(x) 
tiene la ventaja de ser mónico. De manera que este polinomio irreducible mónico 
es obtenible trivialmente del mismo p(x), lo cual permitirá hacer más precisa 
la parte de unicidad del siguiente teorema. 


TEOREMA 4.5.42. Sea f (x) € F[x] de grado positivo. Entonces f(x) 
es irreducible en F[x] o bien f (x) es el producto de polinomios irredu- 
cibles en F[x]. En efecto, se tiene entonces que 





S(x) = apx)" px)" > pay" 


donde a es el coeficiente de la potencia más alta de f Co, px), ek 
pi(x) son mónicos e irreducibles enF[x],m, > 0, ...,m;> 0y dicha 
factorización en tal forma es única excepto por FeTordén de los px). 





DEMOSTRACIÓN. Se demuestra primero que f(x) es irreducible o el producto 
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de irreducibles. El razonamiento es exactamente el mismo del Teorema 1.5.7, 
con un ligero ajuste obvio. , 

Se procede por inducción en grd f(x). Si grd f(x) = 1, entonces f(x) = 
ax + b con a + 0, que es evidentemente irreducible en F[x]. De manera que 
el resultado es cierto en este caso. 

Supóngase ahora que el teorema es válido para todo a(x) € F[x] tal que 
grda(x) < grd f(x). Si f(x) es irreducible, entonces no se tiene que probar 
nada. De lo contrario, f(x) = alx)b(x}, a(x) y bix) € Fix] y grda(x) < 
erdf(x) y grdb(x) < grd f(x). Por la hipótesis de inducción, a(x) [y b(x)] 
es irreducible o es el producto de irreducibles. Pero entonces f(x) es el producto 
de polinomios irreducibles en F [x]. Esto completa la inducción y por lo tanto 
prueba la primera parte del teorema. 

Ahora la unicidad. Nuevamente se procede por inducción en grd f(x). Si 
grd f(x) = 1, entonces f(x) es irreducible y la unicidad es evidente. 

Supóngase que el resultado es cierto para polinomios de grado menor que 
grd f(x) y que 


FOO = app + pay = agx)" ++ qa), 


donde los p¡(x) y q¡(x) son polinomios irreducibles mónicos y los M; n; son 
todos positivos y a es el coeficiente de la potencia más alta de f(x). Puesto que 
p(x) f(x), se tiene que p¡(x)| q (x)" +++ q (xy, de manera que por el coro- 
lario del Teorema 4.5.11, p(x)|q,(x) para algún i. Dado que q;(x) es mónico 
e irreducible, al igual que p,(x), se obtiene p(x} = q;(x). Se puede suponer 
(renumerando) que pi (x) = q,(x). Por consiguiente 


LO) 
prix) 


api( xy" pAxy™ «> p (xy 


ap (xy qa) +: g xy. 


il 


Por la hipótesis de inducción se tiene factorización única en la forma requerida 
para f(x)/p,(x), cuyo grado es menor que grd f(x). Por lo tanto se obtiene 
que m,—- l = n¡-— 1 (de modo que mM, = ni), M, = Ma, ..., Mi = Mx, 
r = k y plx) = 920), ..., PAx) = g(x), renumerando los q apropiada- 
mente. Esto completa la inducción y prueba el teorema. 


Se ha hecho notar cuán semejante es la situación de los enteros Z y el anillo 
de polinomios F [x]. Esto sugiere que debe haber una clase más amplia de anillos, 
de la cual los dos ejemplos Z y F [x] son casos especiales, para los que gran 
parte de la argumentación es válida. Fue válida para Z y F [x] porque en estos 
anillos se tenía una medida de magnitud, ya sea por el tamaño de un entero 
o el grado de un polinomio. Dicha medida de magnitud fue tal que permitió 
la validez de un algoritmo de tipo euclidiano. 
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DEFINICIÓN. Un dominio integral R es un anillo euclidiano si existe 
una función d de los elementos distintos de cero de R a los enteros no 
negativos que satisface: 
(a) Paraar0,Db*O0ER, día) < d(ab). 
(b) Dados a + 0, b + 0, existen q y r € R tales que b = qa + r, donde 
r=00d(r) < día). 


Ei lector interesado debe tratar de ver cuáles de los resultados probados para 
anillos de polinomios (y los enteros) son válidos en un anillo euclidiano general. 
Aparte de unos cuantos problemas en los que intervienen anillos euclidianos, 
no estudiaremos más a fondo esta clase interesante de anillos, 

El comentario final que se hace aquí es que lo que se realizó con los poli- 
nomios sobre un campo se podría intentar llevarlo a cabo con polinomios sobre 
un anillo arbitrario. Es decir, dado cualquier anillo R (conmutativo o no), se 
podría definir el anillo de polinomios R [x] en x sobre R definiendo igualdad, 
adición y multiplicación exactamente como se hizo en F [x], para un campo F. 
El anillo así construido, R [x], es un anillo muy interesante, cuya estructura está 
estrechamente enlazada con la del mismo R. Sería demasiado esperar que todos, 
o siquiera algunos, de los teoremas demostrados en esta sección se mantuvieran 
válidos en R[x] para un anillo general R. 


PROBLEMAS 4.5 


En los siguientes problemas, F siempre denotará un campo. 
PROBLEMAS FÁCILES 


1. Si Fes un campo, demuéstrese que los únicos elementos invertibles en F [x] 
son los elementos distintos de cero de F. 


2. Si R es un anillo y R [x] es el anillo de polinomios en x sobre R, definiendo 
erd f(x) para f(x) € R [x] como se hizo en F[x], demuéstrese que: 
(a) grd (f(x)g(x)) < grdf(x) + grdg(x) si f(œ)g(x) + 0. 
(b) Existe un anillo conmutativo R de tal modo que se pueden encontrar 
f(x), g(x) en R [x] con grd (f(x) (x)) < erdf(x) + erd g(x). 


3. Encuéntrese el máximo común divisor de los siguientes polinomios sobre 
O, el campo de los números racionales. 
(a) x3- 6x+7yx+4. 
(b) x? — 1 y 2x” — 4x5 + 2. 
(c) 3x? + 1yxf + xt +x+l. 
(d) x? -1 yx -xt + xsl. 


4. Pruébese el Lema 4.5.3. 
5. Relativo al Problema 3, sea Z = f(x)a(x) + g(x)b(x), donde f(x), g(x) 
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6. 
7. 
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recorren Q [x] y a(x) es el primer polinomio y b(x) el segundo de cada inciso 
del problema. Encuéntrese d(x), de tal manera que 7 = (d(x)) para las partes 


(a), (b), (c) y (d). 
Si g(x), f(x) € Fix] y g(x)1.£(x), demuéstrese que (£(x)) C (2£(x)). 


Pruébese la unicidad del máximo común divisor de dos polinomios en F [x] 
aplicando el Lema 4.5.8. 


8. Si f(x), g(x) E F[x] son primos entre sí y f(x)|h(x) y g(x)|A(x), demués- 


9. 


trese que £()g(x)|A(x). 
Pruébese el corolario del Teorema 4.5.10. 


10. Demuéstrese que los polinomios siguientes son irreducibles sobre el campo 


11. 


12. 


F indicado. 

(a) x? + 7 sobre F = campo de los reales = R. 

(b) x? — 3x + 3 sobre F = campo de los racionales = Q. 

(c) x? + x + 1 sobre F = Z. 

(d) x? + 1 sobre F = Z. 

(e) x? — 9 sobre F = Zy. 

(£) xt + 2x? + 2 sobre F = O. 

Si p(x) € F[x] es de grado 3 y p(x) = ax? + ax? + ax + as, 
demuéstrese que p(x) es irreducible sobre F si no hay ningún elemento r € 
F tal que p(r) = ay? + ar? + ar + a = 0. 


Si F C K son dos campos y f(x), g(x) E F[x] son relativamente primos 
en F[x], demuéstrese que son primos entre sí en K [x]. 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


13. 


14. 


15. 


16. 


Sea R el campo de los números reales y € el de los números complejos. 
Demuéstrese que R[x]/(x? + 1) = C. [Sugerencia: Si A = R[x]/(x? + 1), 
sea u la imagen de x en 4; demuéstrese que todo elemento de A es de la 
forma a + bu, donde a, b E R y u? = —1.] 


Sea F = Zi, el campo de los enteros mód 11. 

(a) Sea p(x) = x? + 1; demuéstrese que p(x) es irreducible en F [x] y que 
F[x1/(p(x)) es un campo que consta de 121 elementos. 

(b) Sea p(x) = x? + x + 4 € F[x]; demuéstrese que p(x) es irreducible 
en F[x] y que F[x1/(p(x)) es un campo que consta de 11? elementos. 


Sea F = Z, el campo de los enteros mód p, donde p es primo, y sea q(x) € 
F[x] irreducible de grado n. Demuéstrese que F[x1/(q(x)) es un campo 
que consta a lo sumo de p” elementos. (Véase el Problema 16 para una for- 
mulación más precisa.) 


Sean F, q(x) como en el Problema 15; demuéstrese que F[x]/(q(x)) tiene 
exactamente p” elementos. 
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17. Sean p,¡(x), px), ..., P(x) € F[x] polinomios irreducibles distintos y 
q(x) = p(xX)px) :** P(x). Demuéstrese que 


Fix] F] ¿ FR o... o FI 
(a(x)) (p(x)) (px) (px) 


18. Sea F un campo finito. Demuéstrese que F [x] contiene polinomios irredu- 
cibles de grado arbitrariamente alto. (Sugerencia: Trátese de imitar la demos- 
tración de Euclides de que existe una infinidad de números primos.) 


19. Constrúyase un campo que conste de p? elementos, siendo p un primo 
impar. 


20. Si R es un anillo euclidiano, demuéstrese que todo ideal de R es principal. 
21. Si R es un anillo euclidiano, demuéstrese que R tiene elemento unidad. 


22. Si R es el anillo de los enteros pares, demuéstrese que el algoritmo de Euclides 
es falso en R exhibiendo dos enteros pares para los cuales no sea válido el 
algoritmo. 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


23. Sean F = Z, y p(x) = x?-2 y q(x) = x? + 2 en F[x]. Demostrar que 
p(x) y q(x) son irreducibles en F[x] y que los campos F[x1/(p(x)) y 
F[x1/(q(x)) son isomorfos. 


24. Sean Q el campo de los números racionales, y q(x) = x? + x + len 
Q [x]. Si æ es un número complejo tal que a? + a + 1 = 0, demuéstrese 
que el conjunto {a + baja, b € Q} es un campo de dos formas: primero 
demostrando que es isomorfo a algo que el lector conozca que es un campo 
y en segundo lugar demostrando que si a + ba + 0, entonces su inverso 
es de la misma forma. 


25. Si p es primo, demuéstrese que q(x) = 1 + x + x? + ++- xP! es irre- 
ducible en O [x]. 


26. Sea R un anillo conmutativo en el cual a? = O sólo si a = 0. Demuéstrese 
que si q(x) € R [x] es un divisor de cero en R [x], entonces, si 


q(x) = ax" + ax! + + + ap 


existe un elemento b + 0 en R tal que ba, = ba, = ::** ba, = 0. 


27. Sea R un anillo e 7 un ideal de R. Si R [x] e Z[x] son los anillos de poli- 
nomios en x sobre R e I, respectivamente, demuéstrese que: 
(a) 7[x] es un ideal de R [x]. 
(b) R[x1/7[x] = (R/DIx]. 
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28. Resuélvase el Problema 26 aun si la condición ““a? = O sólo si a = 0” no 
es válida en R. 


29. Sea R = {a + bila, b enteros) C C. Sea d(a + bi)= a? + b’. 
Demuéstrese que R es un anillo euclidiano con esta d como su función 
euclidiana requerida. (R se conoce como el anillo de los enteros gaussianos 
y desempeña un papel importante en la teoría de los números.) 





4.6 POLINOMIOS SOBRE LOS RACIONALES 


En la consideración que se hizo del anillo de polinomios F [x] sobre un campo 
F, nunca apareció en escena la naturaleza particular de F. Todos los resultados 
son válidos para campos arbitrarios. Sin embargo, existen otros resultados que 
hacen uso del carácter explícito de ciertos campos. Uno de tales campos es el 
de los números racionales. 

Se presentarán dos teoremas importantes para Q [x], el anillo de polinomios 
sobre el campo racional Q. Estos resultados dependen profundamente del hecho 
de que se está tratando con números racionales. El primero de ellos, llamado 
lema de Gauss, relaciona la factorización sobre los racionales con la factori- 
zación sobre los enteros. El segundo, conocido como el criterio de Eisenstein, 
proporciona un método para construir polinomios irreducibles de grado 
arbitrario, a voluntad, en Q [x]. En este caso el campo Q es sumamente espe- 
cial. Por ejemplo, no existe ningún algoritmo sencillo para obtener polinomios 
irreducibles de grado arbitrario n sobre el campo Z, de los enteros mód p, 
p primo. Aun sobre Z, no existe tal algoritmo; sería sumamente útil tenerlo, 
especialmente para la teoría de códigos. Pero, hasta ahora, no existe. 

Se inicia la consideración con dos resultados sencillos. 








LEMA 4.6.4. Sea f(x) € Q [x]; entonces 


f(x) = z (ax" + qx + e + a) 


donde u, M, Ay, ..., A, SON ENtETOS y los dp, ai, ..., An no tienen Ea 
común mayor que 1 (es decir, son relativamente primos) y (u, m) = 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que f(x) € Qlx], f(x) = qox” + qx! + > + 

Gn, donde los q; son números racionales. Así que para i = 0, 1,2, ..., n, qi = 

b;/c;, donde b;, c; son enteros. Por consiguiente 
1 


b b 
JO = 2x" + Ax o 
Co ci 


D |S 
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eliminando denominadores se obtiene 


1 y 
FX) = ————(U” + ux”™ + t + un), 
A Col; *** Cp E 
donde los u; son enteros. Si w es el máximo común divisor de uy, ui, ..., Un, 
entonces cada u; = wa; donde ao, 4,, ..., 4, son enteros primos entre sí. 
Entonces 
z w „n n—1 $ 
f(x) = —————— lay” + ax +e +45); 
CoC *** Ca 
cancelando el máximo factor común de w y CoC; ::* c, se obtiene 
== A 
Fx) == m (aox +0 + an), 


donde u, m son enteros primos entre sí, como se afirma en el lema. O 


El siguiente resultado se refiere a una imagen homomorfa particular de R [x] 
para cualquier anillo R. 


LEMA 4.6.2. SiR es cualquier anillo e 7 un ideal de R, entonces I [x], 
el anillo de polinomios en x sobre I, es un ideal de R [x]. Ädemås, 


R R[x1/1[x] = = (R/D[xl, el anillo de polinomios en x sobre R/L 


DEMOSTRACIÓN. SeaR = R/T, entonces existe un homomorfismo g: R > R, 
definido por y (a) = a + I, cuyo núcleo es 7. Defínase $: R[x] > R[x] por: Si 


Fx) = agx” + ax! + >t da, 
entonces 


P(S()) = elay)x” + olai) x™! + > + p(a,). 


Se deja al lector probar que $ es un homomorfismo de R [x] sobre R [x]. 
¿Cuál es el núcleo, K($), de $? Si f(x) = ax” + :*: + a, está en K(9), 
entonces $(f(x)) = 0, el elemento 0 de R [x]. Puesto que 


PS) = play)” + play)x""! + -> + plan) = 0, 


cada coeficiente (ao) = 0, (a;i) = 0, ..., p(a,) = 0, por la propia defi- 
nición de lo que significa el polinomio cero en un anillo de polinomios. De manera 
que cada a, está en el núcleo de y, el cual sucede que es /. Como ap, ai, ..., 
a, están en I, f(x) = ax” + ax”! + “> + q, está en I[x]. Por lo tanto 
K($) C I[x]. El hecho de que /[x] C K(9) es inmediato a partir de la defi- 
nición de la aplicación $. Por consiguiente /[x] = K($). Por el primer teorema 
de homomorfismos (Teorema 4.3.3), el anillo 7 [x] es entonces un ideal de R [x] 
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y Rix] = R[x]/K(9) = R[x1/1[x]. Esto prueba el lema, teniendo presente 
que R = R/I. 


Como un caso muy especial del lema se tiene el 


COROLARIO. Sea Z el anillo de los enteros, p un número primo en 


Z e I = (p), el ideal de Z generado por p. Entonces Z[x]/7[x] = 
Z px]. i 


o Puesto que Z, = Z/I, el corolario resulta aplicando el lema 
aR =Z. 


Todo está listo para probar el primero de los dos resultados importantes 
procurados en esta sección. 


TEOREMA 4.6.3 (LEMA DE GAUSS). Si f(x) € Z[x] es un poli- 
nomio mónico y JS (x) = a(x)b(x), donde a(x) y b(x) están en 10) [x]; 
entonces f (x) = a(x)bi(x), donde a(x), b,(x) son polinomios mó- 
nicos en Z bd y grd a(x) = = grd a(x), grdb, (x) = grd b(x). 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que f(x) = x” + ux"! + -+> + u,, donde los 
u; € Z son enteros. Como a(x) y b(x) están en Q [x], a(x) = ax + ax! + 
© + 4sy db(x) = byx" + bix™! + -+> + b, donde los a; y b; son números 
racionales. Por el Lema 4.6.1, 








u , t + 
a(x) = ÚL (ax + aj + ++ + 45) = Lagx), 
m; mM, 
donde ag, a;, ..., a; son enteros primos entre sí y 
; u 
b(x) = 14 + b) = bx), 
mz 
donde b), bi, ..., b; son primos entre sí. Por consiguiente 





f(x) = a(x)b(x) = 7 a(x)b (x) = — axb, (x), 
1 2 


donde v y w son primos entre sí, cancelando el factor común de uu, y 
mm. Por lo tanto, Wf(x) = va (db (x), y f(x), a(x), bi(x) están todos en 
Z[x]. 

Si w = 1, entonces, dado que f(x) es mónico, se obtiene que vabo = 1 
y esto conduce fácilmente a v = 1, aọ = bọ = 1% y de esta manera f(x) = 
a(x)bi(x), donde ambos a,(x) y b,¡(x) son polinomios mónicos con coeficientes 


+ a 
Fx) 


bọ = —1 también es posible en cuyo caso —a,(x), —b,(x) son polinomios mónicos y 


a (0)NEA (0). 
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enteros. Esto es precisamente lo que afirma el teorema, puesto que grd a (x) = 
erda(x) y grdb¡(x) = grdb(x). , 

Supóngase luego que w + 1; entonces existe un primo p tal que p| w y, dado 
que (v, w) = 1, pł v. Además, puesto que los coeficientes ap, a;, ..., a, de 
a(x) son primos entre sí, existe un į tal que p 4 a; de manera semejante, 
existe un j tal que p 4 b;. Sea I = (p) el ideal generado por p en Z; entonces 
Z/I = Z, y, por el corolário del Lema 4.6.2, Z [x]/I [x] = Zp [x], así que es 
un dominio integral. Sin embargo, puesto que p|w, w, la imagen de w en 
Z [x]/I [x], es 0, y puesto que p 4 v, Y, la imagen de v en Z [x]/Z [x], no es 0. 
De esta manera 0f (x) = va (x)b (x), donde Y + 0 y a(x) + 0, bi(x) 4 0 ya 
que p ła; y p Į b; para los i, j dados anteriormente. Esto contradice que 
Z [x]/1 [x] es un dominio integral. Por lo tanto, w + 1 no es posible y se prueba 
el teorema. 

Podría ser instructivo para el lector tratar de demostrar directamente que 
si x? + 6x — 7 es el producto de dos polinomios con coeficientes racionales, 
entonces es ya el producto de dos polinomios mónicos con coeficientes enteros. 


Se debe decir algo respecto a C. F. Gauss (1777-1855), considerado por muchos el más 
grande matemático de todos los tiempos. Sus contribuciones en la teoría de los números, 
álgebra, geometría, y otras, son de proporciones gigantescas. Las correspondientes en 
física y astronomía son también de tal proporción que es considerado por los físicos 
como uno de los grandes y por los astrónomos como uno de los más importantes del 
pasado. 


Como se indicó al principio de esta sección, los polinomios irreducibles de 
grado n sobre un campo dado F pueden ser muy difíciles de obtener. Sin embargo, 
sobre los racionales, debido al siguiente teorema, dichos polinomios existen en 
abundancia y son muy fáciles de construir. 


TEOREMA 4.6.4 (CRITERIO DE EISENSTEIN). Sea f(x) = 


ax" + > +a un polinomio Ta coeficientes enteros. AERA 
que € existe algún primo p tal que pla, pla, .. EEN Plan pero P }a,. 


Entonces f(x) es irreducible en Qlx J. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que f(x) = u(x)v(x), donde u(x), v(x) son de 
grado positivo y son polinomios en Q [x]. Por el lema de Gauss se puede suponer 
que tanto u(x) como v(x) son polinomios mónicos con coeficiente entero. Sea 
I = (p)el ideal generado por p en Z y considérese Z [x]/1[x], que es un domi- 
nio integral, ya que por el corolario del Lema 4.6.2 se sabe que Z [x]/I [x] = 
(Z/Dlx] = Z,[x]. La imagen de f(x) = x" + ax"! + ++: + a, en 
Z[x]/1[x] es x’, puesto que pla,, ..., pla,. De manera que si u(x) es la 
imagen de u(x) y v(x) la de v(x) en Z [x]/I [x], entonces x” = u(x)v(x). Dado 
que u(x)|x", v(x)|x" en Z[x]/1[x], se debe tener que u(x) = x’, v(x) = x"" 
para algún 1 < r < n. Pero entonces u(x) = x” + pg(x) y v(x) = x" + 
ph(x), donde g(x) y h(x) son polinomios con coeficientes enteros. Puesto que 
u(x)v(x) = x" + px'h(x) + px""g(x) + ple(x)h(x) y 1< r< n,el 
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término constante de u(x)v(x) es p?st, donde s es el término constante de g(x) 
y t el término constante de A(x). Como f(x) = u(x)v(x), sus términos cons- 
tantes son iguales, por consiguiente a, = p?st. Dado que s y £ son enteros, se 
obtiene que p?|a,, que es una contradicción. De esta manera se ve que f(x) es 
irreducible. ` 


Se dan algunos ejemplos de la aplicación que se le puede dar al criterio de 
Eisenstein. 


1. Sea f(x) = x" — p, p cualquier primo. A simple vista se ve que f(x) es 
irreducible en O [x], ya que es aplicable el criterio de Eisenstein. 


2. Sea f(x) = x5 — 4x + 22. Puesto que 2/22, 2? ł 22 y 2 divide a los 
otros coeficientes pertinentes de f(x), el criterio de Eisenstein indica que f(x) 
es irreducible en O [x]. 


3. Sea f(x) = x!! — 6x* + 12x? + 36 — 6. Se ve que f(x) es irreducible 
en O [x] utilizando bien sea 2 o 3 para verificar las condiciones del criterio de 
Eisenstein. 


4. Sea f(x) = 5x*-— 7x + 7; f(x) no es mónico, pero se puede modificar 
levemente para quedar en posición de poder aplicar el criterio de Eisenstein. Sea 


g(x) = Nx) = 5x1 -7 + 5x + 7- 5 = (Sx) — 175(5x) + 875; 


si se hace y = 5x, entonces g(x) = h(y) = y*-— 175y + 875. El polinomio 
h(y) es irreducible en Z[ y] utilizando el primo 7 y aplicando el criterio de 
Eisenstein. La irreducibilidad de »(y) implica la de g(x), y por lo tanto la 
de f(x), en O[x]. 

Lo anterior sugiere una ligera generalización del criterio de Eisenstein a poli- 
nomios no mónicos. (Véase el Problema 4.) 


5. Sea f(x) = xt + x? + x? + x + 1; tal como está, no se puede, desde 
luego, aplicar el criterio de Eisenstein a f(x). Se pasa a un polinomio g(x) estre- 
chamente relacionado a f(x), cuya irreducibilidad en O [x] asegurará la de f (x). 
Sea g(x) = f(x +1) = (x+ 1) + (x+ 1) + (x+ 1 + (x+ 1) + 

= xí + 5x? + 10x? + 10x + 5. El criterio de Eisenstein se aplica a g(x), 
empleando el primo 5; de esta manera g(x) es irreducible en Q [x]. Esto implica 
que f(x) es irreducible en Q [x]. (Véase el Problema 1.) 


Gotthold Eisenstein (1823-1852) en su breve vida realizó contribuciones fundamentales 
en álgebra y análisis. 


PROBLEMAS 4.6 


1. Relativo al Ejemplo 5, demuéstrese que debido a que g(x) es irreducible en 
O [x], entonces f(x) también lo es. 
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2. Pruébese que f(x) = x? + 3x + 2 es irreducible en Q [x]. 


3. Demuéstrese que existe una infinidad de enteros a tales que f(x) = x’ + 
15x? — 30x + a es irreducible en O [x]. ¿Cuáles valores de a sugiere el 
lector? 


4. Pruébese la siguiente generalización del criterio de Eisenstein. Sea f(x) = 
aox" + ax"! + +> + q, con coeficientes enteros y supóngase que existe 
un primo p tal que 

P 400, pla, pla, ..., Plan; Pl», 
pero p? 1 an; entonces f(x) es irreducible en O [x]. 


5. Si p es primo, demuéstrese que f(x) = xP"! + xP? +- +x+les 
irreducible en Q [x]. 


6. Sea F un campo y e un automorfismo de F [x] tal que p(a) = a para todo 
a E F. Si f(x) € F [x], pruébese que f(x) es irreducible en F [x] si y sólo 
si g(x) = (f(x)) es irreducible. 


7. Sea F un campo. Defínase la aplicación 


p: Fix] > Fix] por (f(x)) = f(x + 1) 


para todo f(x) € F[x]. Pruébese que y es un automorfismo de F[x] 
tal que p(a) = a para todo a E F. 


8. Sea F un campo y b 40 un elemento de F. Defínase la aplicación y: F [x] > 
F [x] por medio de p(f(x)) = f(bx) para todo f(x) E F [x]. Pruébese que 
p es un automorfismo de F[x] tal que p(a) = a para todo a € F. 


9. Sea Fun campo, b + 0, c elementos de F. Defínase la aplicación y: F [x] > 
F[x] por medio de p(f(x)) E f(bx + c) para todo f(x) € F [x]. Pruébese 
que gp es un automorfismo de F[x] tal que p(a) = a para todo a € F. 


10. Sea y un automorfismo de F [x], donde F es un campo, tal que p(a) = a 
para todo a € F. Pruébese que si f(x) € F[x], entonces grd p(f(x)) = 
grd f(x). 


11. Sea y un automorfismo de F [x], donde F es un campo, tal que (a) = a 
para todo a € F. Pruébese que existe b + 0, c en F tal que p(f(x)) = 
F(bx + c) para todo f(x) € F[x]. 


12. Encuéntrese ún automorfismo, que no sea el identidad, y de O [x] tal que 
` g? sea el automorfismo identidad de Q [x]. 


13. Demuéstrese que en relación al Problema 12 no se necesita la suposición 
p(a) = a para todo a € Q, ya que cualquier automorfismo de Q [x] auto- 
máticamente satisface p(a) = a para todo a € Q. 


14. Sea C el campo de los números complejos. Dado un entero n > 0, muéstrese 
un automorfismo p de C [x] de orden n. 


4.7 + Campo de cocientes de un dominio integral 474 


4.7 CAMPO DE COCIENTES DE UN DOMINIO INTEGRAL 


Dado el dominio integral Z, el anillo de los enteros, entonces está íntimamente 
relacionado a Z el campo Q de los números racionales que consiste de todas 
las fracciones formadas con enteros; es decir, todos los "cocientes m/n, donde 
m, n + 0 están en Z. Obsérvese que no hay una manera única de representar, 
digamos ), en Q ya que } = 2 = (-7)/(-14) = +: . En otras palabras, se está 
identificando 1 con 3, (-7)/(-14), etcétera. Esto sugiere que lo que en realidad 
se presenta al construir los racionales a partir de los enteros es cierta relación 
de equivalencia en algún conjunto basado en los enteros. 

La relación de Q a Z se transporta a cualquier dominio integral D. Dado 
un dominio integral D, se construirá un campo F > D cuyos elementos serán 
cocientes a/b donde a, b + 0 € D. Se lleva a cabo su construcción formalmente. 

Sea D un dominio integral y S = ((a, b)la, b € D, b + 0}; de manera que 
S es el subconjunto de D x D —el producto cartesiano de D consigo mismo— 
en el que no se permite que la segunda componente sea cero. Imagínese (a, b) 
como a/b por un momento; de ser así, ¿cuándo sería deseable establecer que 
(a, b) = (c, d)? Evidentemente esto se requeriría si a/b = c/d, lo cual en el 
mismo D se convertiría en ad = bc. Siguiendo esta guía como orientación, se 
define una relación — en S declarando: 








(a, b) ~ (c, d) para (a, b), (c, d) en S si y sólo si ad = bc. 


Primero se afirma que esto define una relación de equivalencia en S. Se 
examinan los tres requisitos de una relación de equivalencia de uno por uno. 


1. (a, b) ~ (a, b), ya que evidentemente ab = ba (puesto que D es conmu- 
tativo). Por lo tanto ~ es reflexiva. 


2. (a, b) ~ (c, d) implica que (c, d) ~ (a, b), ya que (a, b) ~ (c, d) significa 
que ad = bc; para que (c, d) ~ (a, b) se requiere que cb = da, pero esto 
es cierto, puesto que cb = bc = ad = da. Por lo tanto ~ es simétrica. 


3. (a, b) ~ (c, d) y (c, d) ~ (e, f) implica que ad = bc y cf = de, así que 
adf = bef = bde; pero d + 0 y se está trabajando en un dominio integral, 
por consiguiente resulta que af = be. Esto indica que (a, b) ~ (e, f). Por 
lo tanto, la relación es transitiva. 


Se ha demostrado que ~ define una relación de equivalencia en S. Sea F 
el conjunto de todas las clases de equivalencia [a, b] de los elementos (a, b) € 
S. F es el campo requerido. 

Para demostrar que F'es un campo, se le debe dotar con adición y multipli- 
cación. Primero ¿cómo debe ser la adición? Olvidando toda la fantasía de la 
que se ha hablado respecto a relaciones de equivalencia y similares, lo que 
realmente se quiere es que [a, b] sea a/b. De ser así, qué más podría ser [a, b] + 
[c, d] sino la expresión formalmente calculada 
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a A c ad + bc 
b d bd ` 
Esto motiva definir 
[a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd]. (1) 


Obsérvese que dado que b + 0, d + 0 y D es un dominio, entonces bd + 0, por 
consiguiente [ad + bc, bd] es un elemento legítimo de F. 

Como de costumbre, se presenta el ““tormento”” de demostrar que la adición 
establecida en F está bien definida. En otras palabras, se debe probar que si 
la, b] = [a”, b'] y [c, d] = [c”, d'], entonces [a, b] + [c, d] = [a”, b'] + 
[c”, d']. En virtud de (1) se debe demostrar entonces que [ad + bc, bd] = 
[a'd” + b'c’, b'd'], es decir, (ad + bc)b'd' = bd(a'd' + b'c’). Puesto que 
[a, b] = [a”, b'] y [c, d] = [c', d'], ab" = ba' y cd' = dc”. Por lo tanto, 
(ad + bc)b'd' = ab'dd' + bb'cd' = ba'dd' + bb'dc' = (a'd' + b'c')bd, 
como se requería. De esta manera “*+>”” está bien definida en F. 

La clase [0, b], b + 0, actúa como el cero respecto a **+>”” y se le denota 
simplemente como 0. La clase [—a, b] es la negativa de [a, b]. Es fácil ver que 
esto hace que F resulte ser un grupo abeliano, ya que todo lo que en realidad 
se necesita verificar es la ley asociativa, pero es laborioso. 

Se considera ahora la multiplicación en F. Una vez más motivado por la 
consideración de [a, b] como a/b, se define 


[a, b][c, d] = [ac, bd]. (2) 


Nuevamente como b + 0, d + 0, se tiene que bd + 0, de manera que el ele- 
mento [ac, bd] es también un elemento legítimo de F. 

Al igual que para la adición **+>””, se debe demostrar que el producto así 
introducido está bien definido; es decir, si [a, b] = [a”, b”], [c, d] = [c”, d'], 
entonces 


[ac, bd] = [a, b][c, d] = [a'c”, b'd”] = [a”, b'][c”, d']. 


Se sabe que ab' = ba' y cd” = dc”, de manera que acb'd' = ab'cd' = ba'dc” = 
bda'c”, que es exactamente lo que se necesita para que [ac, bd] = [a'c”, b'd”]. 
Por consiguiente el producto está bien definido en F. 

¿Cuál elemento actúa como unidad en F? Se dice que para cualesquier 
a + 0, b + 0 en D, [a, a] = [b, b] (puesto que ab = ba) y [c, d] [a, a] = 
[ca, da] = [c, d], ya que (caJd = (da)c. Por lo tanto [a, a] actúa como la 
unidad 1, y se expresa simplemente como 1 = [a, a] (para todo a + 0 en D). 
Dado [a, b] +0, entonces a + 0, así que [b, a] está en F; por consiguiente, como 
[a, b][b, a] = [ab, ba] = [ab, ab] = 1, [a, b] tiene inverso en F. Todo lo 
que resta para demostrar que los elementos distintos de cero de F forman un 
grupo abeliano respecto a este producto, es la ley asociativa y la conmutativa. 
Esto se deja al lector. 
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Para confirmar que F es un campo, ahora sólo se requiere demostrar la ley 
distributiva. Pero [ad + bc, bd] [e, f] = [(ad + bc)e, baf], así que 


(la, b] + [c, dDle, f] = [ade + bce, bdf], 


- 


mientras que 


[a, b][e, f] + ic, a] le, f] 

[ae, bf] + [ce, df] = [aedf + bfce, bdf?] 
[(ade + bce) f, bdf?] = [ade + bce, baf1[f, f] 
[ade + bce, baf], 


lo cual se ha visto que es ([a, b] + [c, d]) [e, f]. Queda ahora establecida la 
ley distributiva, por lo tanto F es un campo. 

Sea a + 0 un elemento fijo en D y considérese [da, a] para cualquier d € 
D. La aplicación y: d > [da, a] = 0, es un monomorfismo de D en F. Desde 
luego es inyectivo, ya que si p(d) = [da, a] = 0, entonces da = 0, por lo tanto 
d = 0, puesto que D es un dominio integral. Del mismo modo p(d,d,) = 
[d,d,a, a] mientras que p(d,)p(d,) = [d,a, a] [d,a, a] = [d,d,a?, a°] = 
[d,d¿a, a] [a, a] = [d,d,a, a] = p(d,d,). Además, 


([d,a, a] + [d,a, al) = ([d,a? + a?d,, a?]) 
= [(d,a + d,aja, a] [a, a] 
= ([(d, + dz)a, a]) 


así que p(d, + dz) = [(d, + d,)a, a] = [d,a, a] + [d,a, a] = (dı) + 
(d). Por consiguiente p aplica D de manera isomorfa en F, y así se puede 
considerar que D está inmerso en F. Se considera a todo elemento [a, b] de F 
como la fracción a/b. 

Lo que se ha demostrado es el 


TEOREMA 4.7.4. Dado un dominio integral D. Entonces existe un 
campo F > D que consiste de todas las fracciones all b, como se definió 
anteriormente, de elementos de D. 


El campo F se llama campo de cocientes de D. Si D = Z, entonces F es 
isomorfo al campo Q de los números racionales. Además, si D es el dominio 
de los enteros pares, entonces F también es todo el campo Q. 

Lo que se hizo anteriormente al construir el campo de cocientes de D fue 
una manera extensa, formal, prolija y probablemente monótona de realizar algo 
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que por su naturaleza es muy sencillo. Realmente no se está haciendo nada más 
que formar todas las fracciones formales a/b, a, b + 0 en D, donde se suman 
y multiplican fracciones como es usual. Sin embargo, a veces es necesario ver 
algo realizado hasta el último detalle, aunque pueda resultar penoso. La mayo- 
ría de nosotros nunca ha visto una construcción realmente formal y precisa de 
los números racionales a partir de los enteros. Ahora que se ha construido F a 
partir de D de esta manera foral, olvídense los datalles y considérese a Fcomo 
el conjunto de todas las fracciones de elementos de D. 


PROBLEMAS 4.7 


1. Demostrar la ley asociativa de la adición en F. 
2. Demostrar la ley conmutativa de la adición en F. 
3. Pruébese que el producto en F es conmutativo y asociativo. 


4. Si K es cualquier campo que contiene a D, demuéstrese que K > F. (De 
manera que F es el campo más pequeño que contiene a D.) 


CAMPOS 





Para la mayoría de nosotros el concepto de anillo constituía un terreno desco- 
nocido; en cambio, el concepto de campo está más relacionado con nuestra ex- 
periencia. Mientras que el único anillo, aparte de un campo, que podría 
haberse considerado en la enseñanza elemental era el anillo de los enteros, se 
tenía un poco más de experiencia trabajando con los números racionales, los 
reales y, en algunos casos, los números complejos, al resolver ecuaciones linea- 
les y cuadráticas. La capacidad de dividir entre elementos distintos de cero 
proporcionó cierta libertad de acción para resolver una amplia variedad de 
problemas, la cual podría no haberse tenido con los enteros. 

De modo que a primera vista, cuando se empieza a trabajar con campos 
se siente uno como en su casa. A medida que se penetra más a fondo en la ma- 
teria, se empiezan a encontrar nuevas ideas y nuevas áreas de resultados. Se en- 
cuentra uno otra vez en terreno desconocido, pero siendo optimista, después 
de cierta exposición del tema tratado, los conceptos se volverán naturales. 

Los campos desempeñan un papel importante en la geometría, la teoría de 
las ecuaciones y en ciertas áreas muy importantes de la teoría de los números. 
Se hará referencia a cada uno de estos aspectos a medida que se avance. Desa- 
fortunadamente, debido a la maquinaria técnica que se necesitaría desarrollar, 
no se considera la teoría de Galois, que es una parte muy bella de la materia.- 
Se espera que muchos de los lectores entren en contacto con la teoría de Galois, 
y más allá de ésta, en su instrucción matemática posterior. 
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5.4 EJEMPLOS DE CAMPOS 


Recuérdese que un campo F es un anillo conmutativo con elemento unidad 1 
tal que para todo a E F distinto de cero existe un elemento a”! E F de tal mo- 
do que aa”! = 1. En otras palabras, los campos son ““algo parecido” a los 
racionales Q. Pero ¿es así en realidad? Los enteros mód p,,Z,, donde p es pri- 
mo, forman un campo; en Z, se tiene la relación 


pl=1+1++ cc: +1=0, 





(p veces) 


Nada semejante a esto sucede en Q. Existen diferencias aún más notables entre 
los campos: cómo se factorizan los polinomios en ellos, propiedades especiales 
de las que se verán algunos ejemplos, etcétera. 

Se empieza con varios ejemplos conocidos. 


EJEMPLOS 


1. Q, el campo de los números racionales. 
2. R, el campo de los números reales. 
3. C, el campo de los números complejos. 


4. Sea F = {a + bila, bE Q) C C. Es relativamente sencillo ver que F 
es un campo. Se verifica solamente que si a + bi + 0O está en F, entonces 
(a + biy”' también está en F. Pero ¿a qué es igual (a + biy”!? Simplemente 
es 

E A (Verifíquese) 
(a? + b?) (a? + b?) 


y puesto que a? + b? +0 y es racional, entonces a/(a? + b?) y b/(a? + b?) 
son también racionales, por consiguiente (a + bi)! está efectivamente en F. 


5. SeaF = (a + bv2la, b EQ) C R. Nuevamente la verificación de que 
F es un campo no es muy difícil. También en este caso solamente se demuestra 
la existencia en F de los elementos distintos de cero de F. Supóngase que a + 
bV2 + 0 está en F; entonces, dado que N2 es irracional, a? — 2b? + 0. Como 


(a + bV2)Xa — bv2) = a? - 2b?, 
se obtiene que (a + bV2Xa/c — V2b/c) = 1, donde c = a? — 2b?. El inverso 


requerido para a + bv2 es a/c — V2b/c, el cual desde luego es un elemento 
de F, ya que a/c y b/c son racionales. 
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6. Sean f cualquier campo y F [x] el anillo de polinomios en x sobre F. Como 
F[x] es un dominio integral o entero, tiene un campo de cocientes por el Teore- 
ma 4.7.1, el cual consta de todos los cocientes f(x)/g2(x), donde f(x) y g(x) están 
en F[x] y g(x) +0. Este campo de cocientes de F [x] se denota por F(x) y se 
llama campo de las funciones racionales en x sobre F. 


7. Zp, los enteros módulo el primo p, es un campo (finito). 


8. En el Ejemplo 2 de la Sección 4.4 del Capítulo 4 se vio cómo construir 
un campo que tenga nueve elementos. 


Estos ocho ejemplos son específicos. Utilizando los teoremas que se han de- 
mostrado anteriormente, se tienen algunas construcciones generales de cam- 
pos. 


9. Si D es cualquier dominio entero, entonces tiene campo de cocientes, por 
el Teorema 4.7.1, el cual consiste de todas las fracciones a/b, donde a y b están 
en Dyb+o0. 


10. Si R es un anillo conmutativo con elemento unidad 1 y M es un ideal 
máximo de R, entonces el Teorema 4.4.2 indica que R/M es un campo. 


Este último ejemplo, para R’s particulares, desempeñará un papel impor- 
tante en lo que sigue en este capítulo. 

Se podría continuar viendo más ejemplos, particularmente con casos espe- 
ciales de los Ejemplos 9 y 10, pero los diez considerados anteriormente mues- 
tran una cierta variedad de campos y se observa que no es muy difícil 
encontrarse con ellos. 

En los Ejemplos 7 y 8 los campos son finitos. Si F es un campo finito con 
q elementos, considerando a F simplemente como un grupo abeliano respecto 
a su adición **+>””, se tiene, por el Teorema 2.4.5, que qx = 0 para todo 
x € F. Este es un comportamiento muy distinto al que ocurre en los campos 
usuales, como el de los racionales y el de los reales. 

Esta clase de comportamiento se señala en la 


DEFINICIÓN. Se dice que un campo F tiene (o es de) característica 
p +0 si para cierto entero positivo p, px = O para todo x EF, y ningún 
entero positivo menor que p goza de esta propiedad. 


Si un campo F no es de característica p + 0 para ningún entero positivo p, 
se le llama campo de característica 0. De esta manera Q, R, C son campos de 
característica 0, mientras que Z; es de característica 3. 

En la definición anterior el uso de la letra p para denotar la característica 
es altamente sugestivo, ya que siempre se ha utilizado p para representar un nú- 
mero primo. En realidad, como se observa en el teorema siguiente, este empleo 
de p resulta consistente. 
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TEOREMA 5.4.4. La característica de un campo es cero o bien un nú- 
mero primo. 


DEMOSTRACIÓN. Si un campo F tiene característica 0, no hay nada más que 
decir. Supóngase entonces que mx = 0 para todo x € F, donde m es un entero 
positivo. Sea p el menor entero positivo tal que px = 0 para todo x € F. Afir- 
mamos que p es primo. Sip = uv, donde u > 1 y v > 1 son enteros, entonces 
se tiene que en F, (ul)M(v1) = (uv)1 = 0, donde 1 es el elemento unidad de 
F. Pero por ser Fun campo, es un dominio integral (Problema 1); por lo tanto, 
ul = 0o bien vl = 0. En cualquier caso se obtiene que 0 = (ul Mx) = ux [o, 
de manera semejante, 0 = (vl)x = vx] para cualquier x en F. Pero esto 
contradice la elección de p como el menor entero con esta propiedad. Por 
consiguiente, p es primo. 


Obsérvese que no se empleó toda la fuerza de la hipótesis de que F era un 
campo. Solamente se ocupó que F era un dominio integral (con unidad 1). De 
manera que si se define la característica de un dominio integral como cero o 
el menor entero positivo p tal que px = 0 para toda x €E F, se obtiene el mismo 
resultado. Por consiguiente, se tiene el 


COROLARIO. Si D es un dominio integral (o entero), entonces su 


característica es cero o bien un número primo. 


PROBLEMAS 5.1 


1. Demuéstrese que un campo es un dominio integral. 
2. Pruébese el corolario aun en el caso en que D no tenga elemento unidad. 


3. Dado un anillo R, sean S = R[x] el anillo de polinomios en x sobre R 

y T = S[y] el anillo de polinomios en y sobre S. Demuéstrese que: 

(a) Cualquier elemento f(x, y) de T tiene la forma YXa,x'y!, donde 
los ay están en R. 

(b) En términos de la forma de f(x, y) en T dada en la parte (a), proporció- 
nese la condición para la igualdad de dos elementos f(x, y) y g(x, y) 
de T. 

(c) En términos de la forma de f(x, y) dada en (a), proporciónese la 
fórmula de f(x, y) + g(x, y), para f(x, y), (x, y) en T. 

(d) Proporciónese la forma del producto de f(x, y) y g(x, y) si ambos es- 
tán en T. (T se llama anillo de polinomios en dos variables sobre R y 
se denota por R [x, y].) i 


4. Si D es un dominio integral o entero, demuéstrese que D [x, y] es también 
un dominio integral o entero. 
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5. Si Fes un campo y D = Fx, y], el campo de cocientes de D se llama cam- 
po de funciones racionales en dos variables sobre F y se denota usualmente 
por F(x, y). Proporciónese la forma del elemento típico de F(x, y). 


6. Pruébese que F(x, y) es isomorfo a F(y, x). 


7. Si F es un campo de característica p + 0, demuéstrese que (a + b)? = 
a? + b’ para todo a, b E F. (Sugerencia: Utilice el teorema del bino- 
mio y el hecho de que p es primo.) i 


8. Si F es un campo de característica p + 0, demuéstrese que (a + b)" = 
a” + b", donde m = p”, para todo a, b en F y cualquier entero posi- 
tivo n. 


9, Sea Fun campo de característica p + 0 y sea y: F > F definida por (a) = 
a? para todo a E F. 
(a) Demuéstrese que y define un monomorfismo de F en él mismo. 
(b) Proporciónese un ejemplo de un campo F donde y no sea suprayectiva. 
(Muy difícil.) 


10. Si F es un campo finito de característica p, demuéstrese que la aplicación 
y definida anteriormente es suprayectiva, por consiguiente es un automor- 
fismo de F. 


5.2 BREVE EXCURSIÓN HACIA 
LOS ESPACIOS VECTORIALES 


Para abordar las cosas deseables de realizar en la teoría de los campos, se re- 
quieren ciertos instrumentos técnicos que todavía no se tienen. Esto implica la 
relación de dos campos K > Fy lo que sería bueno considerar como cierta me- 
dida de la magnitud de K comparada con la de F. Dicha magnitud es lo que 
se llamará dimensión o grado de K sobre F. 

Sin embargo, para tales consideraciones, se requiere de K mucho menos 
que ser un campo. Sería una negligencia si se probaran estos resultados sola- 
mente para el contexto especial de dos campos K D F, en virtud de que las mis- 
mas ideas, demostraciones y espiritu son válidos en una situación mucho más 
amplia. Se necesita el concepto de espacio vectorial sobre un campo F. Además 
del hecho de que lo que se realice en los espacios vectoriales será importante 
en relación a los campos, las ideas desarrolladas aparecen en todas las partes 
de las matemáticas. Los estudiantes de álgebra deben ver estos temas en alguna 
etapa de su instrucción. Un lugar apropiado es aquí precisamente. 


DEFINICIÓN. Un espacio vectorial V sobre un campo F es un grupo 
abeliano respecto a la adición ‘“‘ + ”’ tal que para todo a E F y todo v € 
V existe un elemento av E V de tal modo que: 
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(a) alv, + vz) = av, + av», para a EF, v, v,€ V. 

(b) (a + B)u = av + Bv, para a, BEF,v€E V. 

(© a(ßv) = (&ß)v, para a, BEF,vEV. i 

(d) lv = v para todo v E€ V, donde 1 es el elemento unidad de F. 


Cuando se trate de espacios vectoriales (lo cual se hará muy brevemente) 
se emplearán letras latinas minúsculas para los elementos de V y letras 
minúsculas griegas para los elementos de F. 

El asunto básico que se tratará aquí radica solamente en un aspecto de la 
teoría de los espacios vectoriales: el concepto de la dimensión de V sobre F. 
Se desarrollará este concepto de la manera más expedita posible, no necesaria- 
mente la mejor o la más elegante. Se aconseja firmemente a los lectores que 
estudien los demás aspectos de lo que se realiza en los espacios vectoriales en 
otros libros de álgebra o de álgebra lineal (por ejemplo, Álgebra Moderna del 
autor de este libro). 

Antes de abordar algunos resultados, se examinan varios ejemplos. En ca- 
da caso, se dejan al lector los detalles de verificación de que el ejemplo real- 
mente es de un espacio vectorial. 


EJEMPLOS 


1. Sean F cualquier campo y V = [(a;, az, ..., A)|los a; E F} el conjunto 
de n-adas sobre F, con igualdad y adición definidas por componentes. Para v = 
(0%, 0%, ..., An) y B EF, defínase Bu = (Bai, Ba», ..., Bæn). V es un espacio 
vectorial sobre F. 


2. Sean F cualquier campo y V = F[x] el anillo de polinomios en x sobre 
F. Haciendo a un lado el producto de elementos arbitrarios de F[x] y utilizan- 
do solamente el producto de un polinomio por una constante, por ejemplo, 


Blao + Xx + t + aX") = Bo + Baix + e + Ba, x” 


se encuentra que V se convierte en un espacio vectorial sobre F. 


3. Sean V como en el Ejemplo 2 y W = (f(x) € Vlerd(f(x)) < n}. En- 
tonces W es un espacio vectorial sobre Fy W C V es un subespacio de V. 


4. Sea V el conjunto de todas las funciones reales diferenciables en [0, 1], 
el intervalo unitario cerrado, con la adición y multiplicación de una función 
por un número real usuales. Entonces V es un espacio vectorial sobre R. 


5. Sea W el conjunto de todas las funciones reales continuas en [0, 1], de 
nuevo con la adición y multiplicación de una función por un número real usua- 
les. También W es un espacio vectorial sobre R y el V del Ejemplo 4 es un su- 
bespacio de W. 
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6. Sea F cualquier campo y F [x] el anillo de polinomios en x sobre F. Sea 
f(x) un elemento de F[x] y J = (f(x)) el ideal de F[x] generado por f(x). 
Sea V = F[x]/J, donde se define a«(g(x) + J) = ag(x) + J. Entonces 
V es un espacio vectorial sobre F. 


7. Sean R el campo real y V el conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
diferencial d?y/dx? + y = 0. V es un espacio vectorial sobre R. 


d 


8. Sea V cualquier espacio vectorial sobre un campo F y sean también 


Vis Un ..., Un elementos del espacio vectorial V. Sea (v,, vz, ..., Un) = 
{ævi + 00, + ** + QpuAlA], %, ..., An E F}. Entonces (vi, Vz, ..., Un) 
es un espacio vectorial sobre F y es un subespacio de V. Este subespacio 
(vis vz ..., Vn) se llama subespacio de V generado o abarcado por vi, ..., Un 
sobre F; sus elementos se llaman combinaciones lineales de v,, ..., v,. Pronto 
se tendrá mucho que decir con respecto a (vi, Vz, ..., Un). 


9. Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo F y Ve W = 
{(v, w)|v € V, w E W), con igualdad y adición definidas por componentes y 
donde a:(v, w) = (av, xw). Entonces se ve fácilmente que V e W es un espacio 
vectorial sobre F; se le llama suma directa de V y W. 


10. Sea K > F dos campos, con la adición *“*+>”” de K y donde «œv, para 
œ E Fy v E K, es el producto como elementos del campo K. Entonces las con- 
diciones 1 y 2 que definen un espacio vectorial son simplemente casos especiales 
de las leyes distributivas que son válidas en K, y la condición 3 es simplemente 
una consecuencia de la asociatividad del producto en K. Finalmente, la condi- 
ción 4 es exactamente la reformulación del hecho de que 1 es el elemento uni- 
dad de K. Por lo tanto, K es un espacio vectorial sobre F. 


Entre estos ejemplos existe una marcada diferencia en un aspecto, la cual 
se especifica analizándolos cada uno a su vez. 


1. En el Ejemplo 1, si 
vı = (1,0, ..., 0), va =(0,1,0,...,0), ...,v, = (0,0, ..., 1), 
entonces todo elemento v de V tiene una representación única de la forma 


U = QU + *** + QU, donde œi, ..., œ, están en F. 


2. En el Ejemplo 3, si v) = 1,v, = X, ..., v; = Xx"), ...,Up+] = X”, enton- 
ces donde v € V tiene una representación única como v = qu, + 7 + 
Q@nUn, con los a; en F. 


3. En el Ejemplo 7, toda solución de d?y/dx? + y = 0 es de la forma única 
y = acosx + ßsenx, con «a y $ reales. 


4. En el Ejemplo 8, todo v € (vi, ..., vn) tiene una representación —aunque 
no necesariamente única— como v = au; + *** + &@,v, en virtud de la 
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misma definición de (v,, ..., v,). La unicidad de esta representación de- 
pende mucho de los elementos vi, ..., Up. 


5. En el caso especial del Ejemplo 10, donde K = C, el campo de los números 
complejos, y F = R el de los números reales, se tiene que todo ve Ces 
de la forma única v = a + Bi, a, B€ R. 


6. Considérese K = F(x) D F, el campo de las funciones racionales en x so- 
bre F. Se afirma —y se deja al lector— que no se puede encontrar ningún 
conjunto finito de elementos de K que genere K sobre F. Este fenómeno 
también fue cierto en algunos de los otros ejemplos de espacios vectoriales 
que se dieron. 


El único centro de atención aquí radicará en este concepto de espacio vecto- 
rial que contenga algún subconjunto finito que lo genere sobre el campo de ba- 
se. 

Antes de iniciar la discusión del tema, se debe disponer primero de una lista 
de propiedades formales que sean válidas en un espacio vectorial. El lector ya 
está tan perfeccionado en el trato con estas cosas abstractas formales, que se 
le deja la demostración del siguiente lema. 


LEMA 5.2.4. Si V es un espacio vectorial sobre un campo F, enton- 
ces, para todo a Y EF y todo v € Y: 

a) a0 = 0, donde 0 es el elemento cero de V. 

(b) Ov = 0, donde 0 es el cero de F. 

(c) av = 0 implica que œ = 0 o bien v = 0. 


(d) Co)v = —(av). 


En vista de este lema, no se incurrirá en ninguna confusión si se utiliza el 
símbolo 0 tanto para el cero de F como para el de V. 

Nos olvidamos de los espacios vectoriales por un momento y analizamos 
las soluciones de ciertos sistemas de ecuaciones lineales en campos. Considé- 
rense, por ejemplo, las dos ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes re- 
ales, xy + x + x% = 0y 3x xa + x3= 0. Se ve fácilmente que para 
cualesquier x,, x; tales que 4x, + 2x, = 0 yx, = —(x, + x), se obtiene una 
solución del sistema. En realidad, existe una infinidad de soluciones de este sis- 
tema aparte de la trivial x, = 0, x, = 0, x, = 0. Si examinamos este ejemplo 
y nos preguntamos: ¿Por qué hay infinidad de soluciones de este sistema de 
ecuaciones lineales?, llegamos rápidamente a la conclusión de que, debido a 
que hay más variables que ecuaciones, se tiene espacio para maniobrar y pro- 
ducir soluciones. Esta es exactamente la situación que prevalece en el caso más 
general, como se ve en seguida. 


DEFINICIÓN. Sea F un campo; entonces la n-ada (Bi -3 Br), 
donde los £8; están en F y no todos son 0, se dice que es una solución 
no trivial en F del sistema de ecuaciones lineales homogéneas 
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AX, + AX +“ +0pXn = 0 

AX] + AX + >te +0 Xp = 0 

=0 

*) f y sins . = 0 
QpX, + azX% + + QAjnXn = 0 

, 
=0 
QAX + QA2X + >te EAnmnXnr= O0 


donde todos los a, están en F, si al sustituir x, 
satisfacen todas las ecuaciones de (*). 


Bis .. -> Xn = Pn se 


Para el sistema (*) se tiene el siguiente 


TEOREMA 5.2.2. Sin > r, es decir, si el número de variables (incóg- 
nitas) excede el número ero de ecuaciones en (*), entonces (*) tiene una so- 


lución no trivial en F. 


DEMOSTRACIÓN. El método, que de ordinario se estudia en bachillerato, es 
el de la solución de ecuaciones simultáneas que consiste en eliminar una de las 
incógnitas y a la vez reducir en uno el número de ecuaciones. 

Se procede por inducción en r, el número de ecuaciones. Si r = 1, el siste- 


ma (*) se reduce a œXı + *** + Q@inXn = 0, y n > 1. Si todos los a; = 0, 
entonces xı = X, = *** = X, = l es una solución no trivial de (*). De mane- 
ra que, renumerando, se puede suponer que œ; * 0; entonces se tiene la solu- 
ción no trivial de (*): x, = >° = X, = lyx = -(l/aNaj, + t + an) 


Supóngase que el resultado es correcto para r = k, para cierto k, y que (*) 
es un sistema de k + 1 ecuaciones homogéneas lineales en n > k + 1 va- 
riables. Se puede suponer como antes que algún œ; + 0, y que a,, + 0, sin que 
se pierda generalidad. 

Se construye un sistema relacionado (**) de k ecuaciones homogéneas line- 
ales en n — 1 variables; puesto que n > k + 1, se tiene que n — 1 > k, por 
lo tanto se puede aplicar inducción a este nuevo sistema (**). ¿Cómo obtener- 
lo? Se desea eliminar x, de las ecuaciones. Para tal fin se resta la primera 
ecuación multiplicada por a,,/a,, de la ¡-ésima ecuación para cada į = 2, 3, 

, K.+ 1. Luego de realizar lo anterior, se llega al nuevo sistema de k ecua- 
ciones homogéneas lineales en n — 1 variables: 
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B22X2 Horts + fax =O 
B32X> Esto Ba. =0 


(**) 


Brri2Xo + tt + BesinXp = 0, 


donde Bj; = a — 4/0 para i = 2,3, ...,k+ lyj=2,3,...,M. 

Puesto que (**) es un sistema de k ecuaciones homogéneas lineales en n — 
1 variables y n — 1 > k, por la hipótesis de inducción (**) tiene una solución 
no trivial (y2, ..., Yn) en F. Sea y, = (Q2y2 + *** + Qyn)/a11; se deja al 
lector verificar que la n-ada (yi, Y2, ..., yn) así obtenida es una solución no 
trivial requerida de (*). Esto completa la inducción y de esta manera se prueba 
el teorema. 


Una vez establecido este resultado, se puede utilizar libremente en el estu- 
dio de espacios vectoriales. Para hacer hincapié, se repite algo que se definió 
anteriormente en el Ejemplo 8. 


DEFINICIÓN. Sean V un espacio vectorial sobre F y vi, Vz, ..., Un 
elementos de V. Se dice que un elemento v € V es una combinación li- 
neal de v,, vz, ..., Un SÍ U = QA 04, + *** + 6, para algunos a, -**, 
a, en F. 


Como se señaló en el Ejemplo 8, el conjunto (v,, vz, ..., uv,» de todas las 
combinaciones lineales de vi, v2, ..., u, es un espacio vectorial sobre F y co- 
mo está contenido en V, es un subespacio de V. ¿Por qué es un espacio vecto- 
rial? Si œv + *** + QU, y Biwi + +: + Baun son dos combinaciones 
lineales de vi, ..., v,, entonces 


(avi + +: + QUA) + (Bivi + >te + Baun) 
= (œ + fiv + e + (0, + B)u, 
por los axiomas que definen un espacio vectorial, y por lo tanto está en 
(Uis -e-s Un) Si y EF y Qui + +: + QU E Cui -.-, Un), entonces 
yla + +: + QUA) = YAV + *** + YAna, 
así que también está en (v,, ..., vn). Por consiguiente, (vi, ..., v,) es un 


espacio vectorial. Como se le llamó anteriormente, es el subespacio de V generado 
sobre F por vj, ..., Un. 
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Esto conduce a la muy importante 


DEFINICIÓN. Un espacio vectorial V sobre F es finito-dimensional 
sobre F si V = (vi, ..., v,) para ciertos vi, ..., vu, en V, es decir, si 
V es generado sobre F por un conjunto finito de elementos. 


š 
En caso contrario, se dice que V es infinito-dimensional sobre F si no es 
finito-dimensional sobre F. Obsérvese que aunque se ha definido lo que signifi- 
ca espacio vectorial finito-dimensional, aún no se ha definido lo que significa 
su dimensión. Esto vendrá a su debido tiempo. 
Supóngase que V es un espacio vectorial sobre F y que vi, ..., vn en V 
son tales que todo elemento v de (vi, ..., v,) tiene una representación única 


de la forma v = av, + °? + QUA, donde aj, ..., a, E F. Puesto que 
OE (uv, ..., Up) y 0 = Ovu + e + Ov, 

por la unicidad supuesta se obtiene que si av, + *** + QU, = O, entonces 

0 = @ = n = a, = 0. Esto sugiere una segunda definición muy impor- 


tante, la cual se da a continuación. 


DEFINICIÓN. Sea V un espacio vectorial sobre F; entonces se dice 


que los elementos vi, ..., v, en V son linealmente independientes 
sobre F si Qv, + **:* + 01, = 0, donde a, ..., a, están en F, im- 
plica que a, = %W = >° = a, =Q. 


Si los elementos vi, ..., v, en V no son linealmente independientes sobre 
F, entonces se dice que son linealmente dependientes sobre F. Por ejemplo, 
si R es el campo de los números reales y V es el conjunto de las tríadas 
sobre R como se definió en el Ejemplo 1, entonces (0, 0, 1), (0, 1, 0) y 
(1, 0, 0) son linealmente independientes sobre R (pruébese), mientras que 
(1, -2, 7), (0, 1, 0) y (1, —3, 7) son linealmente dependientes sobre R , ya que 
11, 2, 7) + EDO, 1,0) + (—1)(1, —3, 7) = (0, O, 0).es una combinación 
lineal no trivial de dichos elementos sobre R, que es igual al vector cero. 

Obsérvese que la independencia lineal depende del campo F. Si C D R son 
los campos complejo y real, respectivamente, entonces C es un espacio vecto- 
rial sobre R, pero también es un espacio vectorial sobre C mismo. Los elemen- 
tos 1, ¡en C son linealmente independientes sobre R pero no lo son sobre €, 
ya que il + (-1)í = 0 es una combinación lineal no trivial de 1, ¿ sobre C. 

Se prueba el siguiente 


LEMA 5.2.3. Si V es un espacio vectorial sobre F y vi, ..., v, en V 
son linealmente independientes sobre F, entonces todo elemento v € 
Lu, E Un) tiene una representación única como. 

u = QU + *** + QU 


con Qj, ..., a, en F. 
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DEMOSTRACIÓN. Supóngase que v € (vi, ..., uv,» tiene las dos representa- 
ciones v = Q¡0, + *** + Qnn = Bivi + *** + Bawn con los « y los B en F. 
Esto implica que (œ; — By)v, + :*: + (a, — fB,)u, = 0; puesto que v, .. 
v, son linealmente independientes sobre F, se concluye que a, — 6, = 0, 

— Bn = 0, lo cual da por resultado la unicidad de la representación. 


Le i 


¿Qué tan finito es un espacio vectorial finito-dimensional? Para medir esto, 
llámese a un subconjunto v;, ..., v, de V un conjunto generador mínimo de 
V sobre F si V = (vi, ..., vn) y ningún conjunto con menos de n elementos 
genera a V sobre F. 

Se llega ahora a la tercera definición muy importante. 


DEFINICIÓN. Si V es un espacio vectorial finito-dimensional sobre F, 
entonces la dimensión de V sobre F, que se expresa como dim+(V), 


es n, el número de elementos de un conjunto generador mínimo de V 
sobre F. 


En los ejemplos dados, dima( C) = 2, puesto que 1, į es un conjunto gene- 
rador mínimo de €C sobre R. En cambio, dime (C) = 1. En el Ejemplo 1, 
dim; (V) = n y en el Ejemplo 3, dim; (V) = n + 1. En el Ejemplo 7 la 
dimensión de V sobre F es 2. Finalmente, si (Vis ...» Un) C V, entonces 
dim; (vi, ..., va) es a lo sumo n. 

Se prueba ahora el 


LEMA 5.2.4. Si V es finito-dimensional sobre F de dimensión n y si 


los elementos vı, ..., un de V generan a V sobre F, entonces Uno... 
y, son linealmente independientes sobre F. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que vı, ..., Vn son linealmente dependientes so- 
bre F; por consiguiente existe una combinación lineal av, + >t + QU, = 
0, donde no todos los «a, son cero. Se puede suponer que «a, + 0; sin que se 
pierda generalidad; entonces v, = (-1/a, Mau, + ::* + QU»). Dado v E V, 
en virtud de que vi, ..., u, es un conjunto generador de V sobre F, 


v = By + e + Brun = [4] cam: + ce + Onun) + Bw 
a] 


+ Bo 


así que vz, ..., uv, generan V sobre F, lo cual contradice que el subconjunto 
Vis Uz, -.., UA Sea un conjunto generador mínimo de V sobre F. 


Se llega ahora a otra definición importante. 
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DEFINICIÓN. Sea V un espacio vectorial finito-dimensional sobre F; 
entonces vi, ..., Va es una base de V sobre F, si los elementos v, .. 
v, generan V sobre F y son linealmente independientes sobre F. 


$ 


Por el Lema 5.2.4 cualquier conjunto generador mínimo de V sobre F es 
una base de V sobre F. Por consiguiente los espacios vectoriales finito- 
dimensionales poseen bases. Se continúa con el 


TEOREMA 5.2.5. Supóngase que V es finito-dimensional sobre F; en- 
tonces dos bases cualesquiera de V sobre F deben tener el mismo núme- 
ro ro de elementos, y este número es exactamente dim ( y). 


DEMOSTRACIÓN. Sean vi, ..., Un Y Wi, -.., Wm dos bases de V sobre F. Se 
requiere demostrar que m = n. Supóngase que m > n. En virtud de que v,, 
. ., Y, €s una base de V sobre F, se sabe que todo elemento de V es una com- 
binación lineal de los v; sobre F. En particular, W,, ..., Wm son cada uno una 
combinación lineal de vi, ..., v, sobre F. De esta manera se tiene 


Wy = QU + Qia + **? + QU, 
W, = WU] + 02282 +e + AU n 
Wm = Ampl + OmV + *** + OmnËn 


donde los a, están en F. 
Considérese 


BW, + >te + BmWm = (041181 + aab + :** + QmiBm)v: 


NO y (1:81 + 0218, NS Omn J Uns 


El sistema de ecuaciones homogéneas lineales 


Abi + AxB + *** + Am = 0,1 = 1,2, ..., 7, 


tiene una solución no trivial en F en virtud del Teorema 5.2.2, ya que el número 
de variables m supera al número de ecuaciones n. Si B,, ..., Bm es una tal so- 
lución en F, entonces, por lo anterior, piw + *** + BmWm = 0, no obstante 


188 


CAPÍTULO 5 + CAMPOS 


que no todos los f, son cero. Esto contradice la independencia lineal de w,, 
..., Wm sobre F. Por lo tanto, m < n. De manera semejante, n < m; por 
consiguiente m = n. El teorema resulta luego probado, puesto que un conjun- 
to generador mínimo de V sobre F es una base de V sobre F y el número de 
elementos en tal conjunto es por definición dim+(V). Por lo tanto, en vista de 
lo obtenido anteriormente, n = dim+(V) y se completa la demostración. 


Otro resultado, que se utilizará en la teoría de campos, de naturaleza 
semejante a los que se han obtenido, es 


TEOREMA 5.2.6. Sea V un espacio vectorial sobre F tal que 
dims(V) = n. Sim > n, entonces m elementos cualesquiera de V son 
Tinealmente dependientes sobre F. 


DEMOSTRACIÓN. Sean w,, ..., Wm € Vyv,, ..., v, una base de V sobre F; 
o sea que n = dims+(V) por el Teorema 5.2.5. Por consiguiente, 


Wi = QU + *** + OinYns -s Wm = Om + cc + OAmnUn- 


La demostración dada en el Teorema 5.2.5, de que sim > n se pueden encontrar 
Bi» ---, Bm en F, donde no todos son cero, de tal modo que Biwi + >: + 
BmWm = 0, se aplica al pie de la letra. Pero esto establece que w,, ..., Wm SON 
linealmente dependientes sobre F. 


Se concluye esta sección con un teorema final del mismo tipo de los anterio- 
res. 


TEOREMA 5.2.7. Sea V un espacio vectorial sobre F con dims(V) = 
n. Entonces n elementos cualesquiera de V linealmente independientes 
forman una base de V sobre F. 


DEMOSTRACIÓN. Se requiere demostrar que si vi, ..., v, € V son lineal- 
mente independientes sobre F, entonces generan V sobre F. Sea v € V; en- 
tonces v, vi, ..., YA SOn n + 1 elementos, por lo tanto, por el Teorema 
5.2.6, son linealmente dependientes sobre F. De esta manera existen elemen- 
tos A, 1, ..., , en F, no todos cero, tales que av + QU, + *** + QU) = 
0. El elemento a: no puede ser cero, de lo contrario av, + *** + QU = 
0, y no todos los «a, son cero, por lo cual se contradiría la independencia 
lineal de los elementos vi, ..., v, sobre F. Así que a; + 0, y entonces v = 
El/aMa¡v, + *** + QUA) = Bivi + >t} + Brnon donde B, = —a;/œ. Por lo 
tanto, vi, ..., v, generan V sobre F y por consiguiente deben formar una base 
de V sobre F. [] 
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PROBLEMAS 5.2 


PROBLEMAS FÁCILES 


1. 


Determínese si los siguientes elementos de V, el espacio vectorial de las ter- 
nas sobre R, son linealmente independientes sobre R. 

(a) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9). 

(b) (1, O, 1), (0, 1, 2), (0, O, 1). 

(c) (1, 2, 3), (0, 4, 5). (3, 3,4). 


. Encuéntrese una solución no trivial en Z, del sistema de ecuaciones homo- 


géneas lineales: 


A+ Xx3+x=0 


Xx + 2 + 3x3 =0 


3x + 4x, + 2x3 = 0. 


. Si V es un espacio vectorial de dimensión n sobre Z,, p primo, demuéstre- 


se que V tiene p” elementos. 


. Pruébese todo el Lema 5.2.1. 


5. Sea F un campo y Y = F[x], el anillo de polinomios en x sobre F. Conside- 


10. 


11. 


rando a V como un espacio vectorial sobre F, pruébese que V no es finito- 
dimensional sobre F. 


. Si V es un espacio vectorial finito-dimensional sobre F y si W es un subes- 


pacio de V, pruébese que: 
(a) W es finito-dimensional sobre F y dim; (W) < dim; (V). 
(b) si dim; (W) = dim; (V), entonces V = W. 


. Defina el lector lo que crea que debe ser un homomorfismo y de espacios 


vectoriales de V en W, donde V y W son espacios vectoriales sobre F. ¿Qué 
se puede decir respecto al núcleo K, de y, donde K = {v € V| yv) = 0}? 


. Si V es un espacio vectorial sobre F y W es un subespacio de V, defínanse 


las operaciones requeridas en V/W para que se convierta en un espacio 
vectorial sobre F. 


. Demuéstrese que si dim;(V) = n y W es un subespacio de V con 


dim;(W) = m, entonces dim; (V/W) = n- m. 


Si y: V > V' es un homomorfismo de V sobre V’ con núcleo K, demuéstre- 
se que V’ = V/K (como espacios vectoriales sobre F). 
Si V es un espacio vectorial finito-dimensional sobre F y vi, ..., v, en V 


son linealmente independientes sobre F, demuéstrese que se pueden encon- 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


trar w;, ..., w, en V, donde m + r = dim;(V), tales que vi, ..., Um, 
Wi, --., W, forman una base de V sobre F. 
Si V es un espacio vectorial sobre F de dimensión n, pruébese que V es iso- 


morfo al espacio vectorial de n-adas sobre F (Ejemplo 1). 


PROBLEMAS INTERMEDIOS 


Sean K D F dos campos; supóngase que K, como espacio vectorial sobre 
F, tiene dimensión finita n. Demuéstrese que si a € K, entonces existen 0%, 
Qi, ..., Œn En F, no todos cero, tales que 


%% + aa + 090? + ::: + ana” = 0, 


Sea F un campo, F[x] el anillo de polinomios en x sobre F y f(x) + 0 en 
F[x]. Considérese V = F[x]/J como un espacio vectorial sobre F, donde 
J es el ideal de F[x] generado por f(x). Pruébese que 


dims(V) = deg f(x). 


Si V y W son dos espacios vectoriales finito-dimensionales sobre F, pruébe- 
se que Ve W es finito-dimensional sobre F y que dims(Ve W) = 
dimp(V) + dim; (W). 


Sea V un espacio vectorial sobre F y supóngase que U y W son subespacios 
de V. Defínase U + W = {u + wlu € U, w € W}. Pruébese que: 

(a) U + W es un subespacio de V. 

(b) U + W es finito-dimensional sobre F si tanto U como W lo son. 

(c) UN W es un subespacio de V. 

(d) U + W es una imagen homomorfa de U e W. 

(e) Si U y W son finito-dimensionales sobre F, entonces 


dims(U + W) = dim;(U) + dim; (W) — dim; (U N W). 


PROBLEMAS DIFÍCILES 


17. 


18. 


Sean K D F dos campos tales que dim; (K) = m. Supóngase que V es un 

espacio vectorial sobre K. Pruébese que: 

(a) V es un espacio vectorial sobre F. 

(b) Si V es finito dimensional sobre K, entonces es finito dimensional sobre 
F. 

(c) Si dimx(V) = n, entonces dims(V) = mn [es decir, dimp(V) = 
dimx(V) dims+(K)]. 

Sean K > F campos y supóngase que V es un espacio vectorial sobre K tal 

que dim; (V) es finito. Si dims+(K>) es finito, demuéstrese que dimọ (V ) es 

finita y determínese su valor en términos de dim; (V) y dim» (K). 
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19. Sea D un dominio integral con unidad 1, que es un espacio vectorial finito- 
dimensional sobre un campo F. Pruébese que D es un campo. (Nota: Dado 
que F1, que se puede identificar con F, está en D, la estructura de anillo 
de D y la estructura de espacio vectorial de D sobre F están en armonía en- 
tre sí.) 


20. Sea V un espacio vectorial sobre un campo infinito F. Demuéstrese que V 
no puede ser la unión (como en la teoría de conjuntos) de un número finito 
de subespacios propios de V. (Muy dificil.) 


5.3 EXTENSIONES DE CAMPOS 


Nuestra atención se vuelve ahora hacia una relación entre dos campos K y F, 
donde K > F. Se le llama a K una extensión (o campo extensión) de F, y a F 
un subcampo de K. En todo lo que sigue en esta sección se sobreentenderá que 
KDF. 

Se dice que K es una extensión finita de F si, considerado como espacio vec- 
torial sobre F, dim; (K) es finita. Se expresará dim; (K) como [K : F] y se le 
llamará grado de K sobre F. 

Se inicia la discusión con el resultado que normalmente es el primero que 
se prueba al hablar de extensiones finitas. 


TEOREMA 5.3.1. Sean L > K > F tres campos tales que ambas 
IL : K] y [K : F] son yn finitas. Entonces 1 L es una extensión finita de F 
y y IŻ: F]=([L:K][K:F]. 


DEMOSTRACIÓN. Se probará que L es una extensión finita de F mostrando ex- 
plícitamente una base finita de L sobre F. Al hacerlo se obtendrá el resultado 
más fuerte afirmado en el teorema, a saber que [L : F] = [L : K][K: F]. 

Supóngase que [L : K] = my [XK: F] = n; entonces L tiene una base v}, 
V2, -.., Un SObre K y K tiene una base wi, Wz, ..., W, sobre F. Se probará que 
los mn elementos v¡w;, donde į = 1,2, ...,myj= 1,2, ..., n, constituyen 
una base de L sobre F. 

Se empieza por demostrar que, por lo menos, estos elementos generan L 
sobre F; esto demostrará, por supuesto, que L es una extensión finita de F. Sea 


a € L; dado que los elementos vi, ..., Um forman una base de L sobre K, se 
tiene a = kju; + *** + Kmvm, donde k,, Ka, ..., Km están en K. Puesto que 
Wi, ..., W, es una base de K sobre F, se puede expresar cada k; como 


k; = favi + fav + te + finUn > 


donde los f; están en F. Sustituyendo estas expresiones de los k; en la expre- 
sión anterior de a, se obtiene 
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a = (fiv + fo + 00 + finun JW 


PE mv, + Smat pE Taf SmnYn)Wm. 


Por lo tanto, descifrando explícitamente esta suma, se obtiene que 
a = fi0W + fi209W1 + 00 + foja, + tee + SfonYnWm. 


De esta manera los mn elementos v;w; de L generan L sobre F; por lo tanto, 
[L : F] es finita y, en efecto, [L : F] < mn. 

Para demostrar que [L : F] = mn, se necesita solamente probar que los 
mn elementos v;w; anteriores son linealmente independientes sobre F, ya que 
entonces —junto con el hecho de que generan L sobre F— se tendría que for- 
man una base de L sobre F. Por el Teorema 5.2.5 se llegaría al resultado desea- 
do[L:F] = mn = [L : K][K: F]. 

Supóngase entonces que para algún b; en F se tiene la relación 


0 = DU w + bi2vi wi + +: + D¡nU¡Wn + b»¡U,W| 
+ ee + Dago + tte H Dj WA + ee + DU W y» 


Reuniendo términos en esta suma, se obtiene que civi + Civ + e + 
CmUm = 0, donde €, = biwi + +: + DinWnm o.. Cm = OmW, + e 
Dri Wn. Puesto que los c; son elementos de K y los elementos vi, ..., v, de L 
son linealmente independientes sobre K, se tiene que Cc, = c = :*** = Cm =Q. 
Recordando que c; = bawi + *** + BinWn, donde los b; están en F y w,, 
. ., W, de K son linealmente independientes sobre F, se deduce que todos los 
b; = O a partir del hecho de que c, = c, = *** = Cm = 0. Por consiguiente, 
sólo la combinación lineal trivial, con todos los coeficientes cero, de los elementos 
viw; sobre F puede ser cero. Por lo tanto, los v;w; son linealmente independien- 
tes sobre F. Anteriormente se vio que esto era suficiente para probar el teore- 
ma. 


El lector debe comparar el Teorema 5.3.1 con el resultado un poco más ge- 
neral del Problema 17 de la Sección 5.2, el cual ya debe poder resolver. 
Como consecuencia del teorema se tiene el 


COROLARIO. SiL > K > F son tres campos tales que [L : F] es 
finito, entonces [K : F] es finito y divide a [L : F]. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que L > K, K no puede tener más elementos lineal- 
mente independientes sobre F que L. En virtud de que, por el Teorema 5.2.6, 
[L : F] es el tamaño del mayor conjunto de elementos linealmente indepen- 
dientes en L sobre F, se obtiene en consecuencia que [K : F] < [L : Fl, así 
que debe ser finito. Dado que L es finito dimensional sobre F y puesto que K 
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contiene a F, L debe ser finito dimensional sobre K. De esta manera se satisfa- 
cen todas las condiciones del Teorema 5.3.1, de lo cual [L : F] = 
[L : K][K : F]. Por consiguiente, [K : F] divide a [L : F], como se afirma en 
el corolario. 


Si K es una extensión finita de F, se puede decir bastante con respecto al 
comportamiento de los elementos de K con relación a F. Esto es 


TEOREMA 5.3.2. Supóngase que K es una extensión finita de F de 
grado n. Entonces, dado cualquier elemento uenK existen elementos 
o, 41, ..., 4, en F, no todos cero, tales que 


do + QUE t + qu” O. 


Ji 


DEMOSTRACIÓN. Dado que [K : F] = dim;(K) = n y los elementos 1, u, u?, 

, u” son en total n + 1, por el Teorema 5.2.6 deben ser linealmente depen- 
dientes sobre F. De esta manera se pueden encontrar ap, 4;, ..., a, en F, no 
todos cero, tales que 4, + aju + ayu? + ‘+ + a,u” = 0, con lo cual se 
prueba el teorema. 


La conclusión de este teorema sugiere señalar aquellos elementos de una ex- 
tensión de campo que satisfagan un polinomio no trivial. 


DEFINICIÓN. si K > F son campos, entonces se dice que a E K es 
algebraico sobre F si existe un polinomio p(x) + 0 en F'[x] tal que 


pla) = 


Por p(a) se entiende el elemento aya” + aa”! + +++ + a, de K, donde 
P(X) = xXx” + ax"! + e + Qp 

Si K es una extensión de F tal que todo elemento de K es algebraico sobre 
F, se dice que K es una extensión algebraica de F. En estos términos el Teorema 
5.3.2 se puede reformular como sigue: Si K es una extensión finita de F, enton- 
ces K es una extensión algebraica de F. 

El recíproco de esto no es cierto; una extensión algebraica de F no 
necesariamente es de grado finito sobre F. ¿Puede el lector proporcionar un 
ejemplo de tal situación? 

Un elemento de K que no es algebraico sobre F se dice que es trascendente 
sobre F. 

Veamos algunos ejemplos de elementos algebraicos en un contexto concre- 
to. Considérese C D Q, el campo complejo como una extensión del campo de 
los racionales. El número complejo a = 1 + ¡es algebraico sobre Q, ya que 
satisface a? — 2a + 2 = 0 sobre Q. De manera semejante, el número real 


3 3 
b = 1 + y1 + V2 es algebraico sobre Q, puesto que b? = 1 + Y1 + V2, de 
modo que (b? — 1)? = 1 + y2, y por lo tanto ((b? — 1} — 1)? = 2. Desarro- 
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llando esto último, se obtiene una expresión polinómica no trivial en b con coe- 
ficientes racionales, que es cero. Por consiguiente, b es algebraico sobre Q. 

Es posible obtener números reales que sean trascendentes sobre Q muy fá- 
cilmente (véase la Sección 6.6 del Capítulo 6). Sin embargo, el establecer la tras- 
cendencia de ciertos números conocidos requiere un esfuerzo real. Se puede 
demostrar que los números familiares e y r son trascendentes sobre Q. El caso 
de e fue probado por Hermite en 1873; la demostración de que r es trascenden- 
te sobre O es mucho más difícil y fue llevada a cabo primero por Lindemann 
en 1882. Aquí no se examinará a fondo la demostración de que cualquier nú- 
mero particular sea trascendente sobre Q. No obstante, en la Sección 6.7 del 
Capítulo 6 se demostrará por lo menos que r es irracional. Esto lo hace ser un 
candidato posible a número trascendente sobre O, ya que evidentemente cual- 
quier número racional b es algebraico sobre Q dado que satisface el polinomio 
p(x) = x— b, que tiene coeficientes racionales. 


DEFINICIÓN. Se dice que un número complejo es un número alge- 
braico si es algebraico sobre Q. 


Como se verá pronto, los números algebraicos forman un campo, el cual 
es un subcampo de C. 

Regresamos al desarrollo general de la teoría de los campos. En el Teorema 
5.3.2 se ha visto que si K es una extensión finita de F, entonces todo elemento 
de K es algebraico sobre F. Damos la vuelta a esta cuestión preguntando: Si 
K es una extensión de F y a € K es algebraico sobre F, ¿se puede producir de 
algún modo una extensión finita de F usando a? La respuesta es sí. Esto resul- 
tará como consecuencia del siguiente teorema, el cual se demuestra en un con- 
texto un poco más general de lo que en realidad se requiere. 


TEOREMA 5.3.3. Sea D un dominio integral con unidad 1 que es un 
espacio vectorial finito-di dimensional sobre un campo F. Entonces D es 
un campo; 


DEMOSTRACIÓN. Para demostrar el teorema, para a + 0 en D se debe produ- 
cir un inverso a! en D tal que aa”? = 1. 

Como en la demostración del Teorema 5.3.2, si dim; (D) = n, entonces 1, 
a, a?, ..., a” en D son linealmente dependientes sobre F. De manera que para 


ciertos œo, Œi, ..., Œn €n F apropiados, no todos ellos cero, 
aoa” + qa ral + > +a,=0. 
Sea p(x) = Box” + Bix"! + ::: + ß, +0 un polinomio en F[x] de grado 


mínimo tal que p(a) = 0. Afirmamos que 8, + 0. Si 8, = 0, entonces 


= Boa" + Biar” +: + Bia 
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= (Boa™ + Bar? + +> + B,_)a; 
como D es un dominio integral o entero y a + 0, se eoncluye que Ba”? + 
Ba™? + > + Bı = 0, por consiguiente q(a) = 0, donde q(x) = 
Box! + Bix"? + ++ + B, en F[x] es de grado menor que p(x), lo cual 
es una contradicción. De esta manera 8, + 0, por lo tanto 67! está en F y 
a(fBpa'”! Hita E B,_1) = -1 
B, 
lo cual da lugar a que -(fja”! + -> + B,_1)/8,, que está en D, es el a”' 


requerido en D. Esto prueba el teorema. 


Teniendo a la mano el Teorema 5.3.3, es deseable hacer uso de él. Así que 
¿cómo producir subanillos de un campo K que contenga a F y sean finito-di- 
mensionales sobre F? Tales subanillos, por ser subanillos de un campo, son 
automáticamente dominios integrales y cumplirían la hipótesis del Teore- 
ma 5.3.3. Los medios para este fin serán los elementos de K que sean algebrai- 
cos sobre F. 

Pero primero una definición. 


DEFINICIÓN. Se dice que un elemento a en la extensión K de F es 
algebraico de grado n si existe un polinomio p(x) en F[x] de grado 
n tal que p(a) = 0y ningún polinomio no cero de grado menor en F [x] 
tiene esta propiedad. 


Se puede suponer que el polinomio p(x) en esta definición es mónico, ya 
que se podría dividir dicho polinomio entre su coeficiente de la potencia mayor 
para obtener un polinomio mónico q(x) en F[x], de igual grado que p(x), y 
tal que g(a) = 0. De ahora en adelante se supone que el polinomio p(x) es mó- 
nico; se le llama polinomio mínimo de a sobre F. 


LEMA 5.3.4. Sea Sea a € K algebraico sobre F con polinomio mínimo 
p(x) en F[x]. Entonces p(x) es irreducible en F 1x]. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que p(x) no es irreducible en F[x]; entonces 
p(x) = f(x)e(x), donde f(x) y (x) están en F[x] y cada uno tiene grado 
positivo. Puesto que 0 = p(a) = f(aJg(a) y dado que f(a) y g(a) están en 
el campo K, se concluye que f(a) = 0 o bien g(a) = O, lo cual es imposible, 
ya que ambos f(x) y g(x) son de grado menor que f(x). Por lo tanto, p(x) 
es irreducible en F[x]. 


Sean a € K algebraico de grado n sobre F y p(x) € F[x] su polinomio mí- 
nimo sobre F. Dado f(x) € F[x], entonces f(x) = q(x)p(x) + r(x), donde 
q(x) y r(x) están en F[xl y r(x) = 0 0 bien grdr(x) < grd p(x), en virtud 
del algoritmo de la división. Por lo tanto, f(a} = g(a)p(a) + r(a) = ría), 
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ya que p(a) = 0. En forma breve, cualquier expresión polinómica en a sobre 
F se puede expresar como un polinomio en a de grado n — 1 a lo sumo. 
Sea F[a] = (f(a)| f(x) E F[x]). Afirmamos que F [a] es un subcampo de 
K que contiene a ambos F y a, y que [F [a] : F] = n. Por la observación hecha 
anteriormente, F[a] es generado sobre F por 1, a, a?, ..., a”, por lo 
tanto es finito-dimensional sobre F. Además, como es posible verificar fácil- 
mente, F [a] es un subanillo de K y como tal, F [a] es un dominio integral. Por 
consiguiente, por el Teorema 5.3.3, F[a] es un campo. Puesto que es generado 


sobre F por 1, a, a?, ..., a"7!, se tiene que [F [a] : F] < n. Para demostrar 
que [F[a] : F] = n se debe probar simplemente que 1, a, a?, ..., a” son 
linealmente independientes sobre F. Si e + 044 + © + 0,07! = 0, 
con los a, en F, entonces q(a) = 0, donde q(x) = % + ax + + 


2 p_1x”7! está en F[x]. Puesto que q(x) es de grado menor que p(x), el cual 
es el polinomio mínimo de a en F [x], se concluye necesariamente que q(x) = 
0. Esto implica que œg = œ; = :*:: = %,_, = 0. Por lo tanto, 1, a, a?, ..., 
a”—1 son linealmente independientes sobre F y forman una base de F [a] sobre 
F. De esta manera [F[a] : F] = n. Dado que F[a] es un campo, y no sim- 
plemente un conjunto de expresiones polinómicas en a, F[a] se denotará por 
F(a). Obsérvese además que si M es cualquier campo que contiene a ambos 
F y a, entonces M contiene todas las expresiones polinómicas en a sobre F, por 
consiguiente M > F(a). Por lo tanto, F(a) es el menor subcampo de K que 
contiene a ambos F y a. 


DEFINICIÓN. F(a) se llama campo o extensión obtenida al agregar 
a al campo F. 


Ahora se resumen. 


TEOREMA 5.3.5. Supóngase que K D F y que a en K es algebraico 
sobre F de grado n. Entonces F(a), el campo obtenido agregando a a 
F, es una extensión finita de F y 


[F(a) : F] =n. 


Antes de dejar el Teorema 5.3.5, considerémoslo de una manera un poco 
diferente. Sean F[x] el anillo de polinomios en x sobre F, y M = (p(x)) 
el ideal de F [x] generado por p(x), el polinomio mínimo de a en K sobre F. 
Por el Lema 5.3.4, p(x) es irreducible en F [x]; por consiguiente, por el Teore- 
ma 4.5.11, M es un ideal máximo de F[x]. Por lo tanto, F[x]/(p(x)) es un 
campo por el Teorema 4.4.2. 

Defínase la aplicación y : F[x] > K mediante y(f(x)) = f(a). Esta apli- 
cación y es un homomorfismo de F [x] en K y la imagen de F[x] en K es sim- 
plemente F(a) por la definición de F(a). ¿Cuál es el núcleo de y? Por 
definición es J = (f(x) E Fix]|y(f(x)) = 0), y puesto que se sabe que 
Y(F00) = f(a), J = (f(x) E K[x]| f(a) = 0). Dado que p(x) está en J y es 
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el polinomio mínimo de a sobre F, p(x) es del grado mínimo posible entre los 
elementos de J. De esta manera J = (p(x)) por la demostración del Teorema 
4.5.6, y así J = M. Por el primer teorema de homomorfismos para anillos 
F[x]/M = imagen de F [x] respecto a y = F(a), y puesto que F [x]/M es un 
campo, se tiene que F (a) es un campo. Se deja al lector la demostración, desde 
este punto de vista, de que [F (a) : F] = degp(x). 


PROBLEMAS 5.3 


. Demuéstrese que los siguientes números en C son algebraicos. 


(a) V2 + y3. 

(b) V7 + VIZ. 

() 2 + 13. 

(d) cos (27/k) + isen (Q7/k), k entero positivo. 


. Determínense los grados sobre O de los números dados en las partes (a) y 


(c) del Problema 1. 


3. ¿Cuál es el grado de cos(27/3) + ¿sen (27/3) sobre Q? 


10. 


11. 


. ¿Cuál es el grado de cos (21/8) + isen (27/8) sobre Q? 


. Si p es un número primo, pruébese que el grado de cos (27 /p) + ¡sen Q1/p) 


sobre Q es p — 1 y que 
fo =1+x4+x+c00 + xp! 


es su polinomio mínimo sobre O. 


. (Para los lectores que hayan cursado Cálculo.) Demuéstrese que 


es irracional. 


. Si a en K es tal que a? es algebraico sobre el subcampo F de K, demostrar 


que a es algebraico sobre F. 


. Si F C K y f(a) es algebraico sobre F, donde f(x) es de grado positivo en 


F[x] y a € K, pruébese que a es algebraico sobre F. 


. En relación con la discusión que sigue al Teorema 5.3.5, demostrar que 


F[x]/M es de grado n = grd p(x) sobre F y por consiguiente [F(a) : F] = 
n = grdp(x). - 


Pruébese que cos 1° es algebraico sobre Q. (1° = un grado, medida angular.) 


Si a E K es trascendente sobre F, sea F(a) = {f(a} e(@| f(x), g(x) + 
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0 EF [x]). Demuéstrese que F (a) es un campo y que es el menor subcampo 
de K que contiene a ambos F y a. s 


12. Si a es como en el Problema 11, demuéstrese que F(a) = F(x), donde 
F(x) es el campo de las funciones racionales en x sobre F. 


13. Sea K un campo finito y F un subcampo de K. Si [K : F] = n y F consta 
de q elementos, demuéstrese que K consta de q” elementos. 


14. Aplicando el resultado del Problema 13, demuéstrese que un campo finito 
consta de p” elementos para cierto primo p y cierto entero positivo n. 


15. Constrúyanse dos campos K y F de tal modo que K sea una extensión alge- 
braica de F pero que no sea una extensión finita de F. 





5.4 EXTENSIONES FINITAS 





Continuamos en el estilo de la sección precedente. Nuevamente K > F siempre 
denotará dos campos y se emplearán letras latinas para los elementos de K y 
letras griegas para los de F. 

Sea E(K) el conjunto de los elementos de K que son algebraicos sobre F. 
Desde luego, F C E(K). Nuestro objetivo es probar que E(K} es un campo. 
Una vez probado, se verá un poco acerca de cómo está situado E(K) en K. 

Sin más consideraciones procedemos al 


TEOREMA 5.4.4. E(X) es un subcampo de K. 


DEMOSTRACIÓN. Lo que se debe probar es que si a, b € K son algebraicos so- 
bre F, entonces a + b, ab y a/b (si b + 0) son algebraicos sobre F. Esto garanti- 
zará que E(K) es un subcampo de K. Se hará todo para a + b, ab y a/b “de 
un solo golpe””. 

Sea Kọ = F(a) el subcampo de K que se obtiene agregando a a F. Puesto 
que a es algebraico sobre F, digamos de grado m, entonces, por el Teorema 
5.3.5, [Ko : F] = m. Dado que b es algebraico sobre F y como Kọ contiene a 
F, se tiene desde luego que b es algebraico sobre Ko. Si b es algebraico sobre 
F de grado n, entonces es algebraico sobre K, de grado n a lo sumo. De esta 
manera K, = Ko(b), el subcampo de K obtenido agregando b a Kọ, es una ex- 
tensión finita de Ko y [K, : Ko] < n. 

Por consiguiente, por el Teorema 5.3.1, [K, : F] = [K, : Ko1 [Ko : F] = 
mn; es decir, K, es una extensión finita de F. Como tal, por el Teorema 5.3.2, 
K, es una extensión algebraica de F, así que todos sus elementos son algebrai- 
cos sobre F. Puesto que € Kọ C K, y b E€ K., entonces todos los elementos 
a + b, ab, a/b están en K,, por consiguiente son algebraicos sobre F. Esto es 
exactamente lo que se requería y el teorema queda demostrado. 
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Si examinamos la demostración un poco más cuidadosamente, vemos que 
en realidad se ha probado algo más, a saber el 


COROLARIO. Si a y ben K son algebraicos sobre F de grados m y 
n, respectivamente, entonces a + b, ab y a/b (si b + 0) son algebraicos 
sobre F de grado mn a lo sumo. 


Un caso especial, que merece señalarse y registrarse, es K = C y F = Q. 
En dicho caso los elementos algebraicos de C sobre Q fueron denominados nú- 
meros algebraicos; por lo tanto el Teorema 5.4.1 se convierte para este caso en el 


TEOREMA 5.4.2. Los números algebraicos forman un subcampo 
de C. e 


Por lo visto hasta ahora, el conjunto de los números algebraicos podría ser 
muy bien todo C. Pero no es así, ya que sí existen números trascendentes; se 
demostrará que esto es cierto en la Sección 6.6 del Capítulo 6. 

Volvemos a un campo general K. El subcampo E(K) tiene una cualidad 
muy particular, la cual se probará en seguida. Dicha propiedad consiste en que 
cualquier elemento de K que sea algebraico sobre E(K) debe estar también en 


E(K). 

Para no hacer una digresión en el curso de la demostración que se va a dar, 
se introduce la siguiente notación. Si a,, 4,, ..., q, están en K, entonces 
F(a, ..., qn) será el campo que se obtiene como sigue: K, = F(a,), Kı = 
K¡(a,) = F(a,, a,), K; = Ka) = F(a, @, 43), ..., Kn = Kp_1(4,) = 
F(a, Q3, ..., 4p). 


Ahora se prueba el 


TEOREMA 5.4.3. Si u en K es algebraico sobre E(K), entonces u está 
en E(K). 


DEMOSTRACIÓN. Para probar el teorema, todo lo que se debe hacer es demos- 
trar que u es algebraico sobre F; esto colocará a u en E(K) y se habrá concluido 
la demostración. 

Puesto que u es algebraico sobre E(K), existe un polinomio no trivial 
f(x) = x" + ax"! + ax"? + ++: + a, donde ai, a», ..., a, están en 
E(K), tal que f(u) = 0. Dado que a,, a,, ..., a, están en E(K), son algebrai- 
cos sobre F de grados, digamos, M,, Ma, ..., M,, respectivamente. Afirma- 
mos que [F(a,, ..., a,) : F} es a lo sumo mm, ‘+> m,. Para tal fin, simple- 
mente se llevan a cabo n aplicaciones sucesivas del Teorema 5.3.1 a la sucesión 
Ki, Kop, ..., K, de los campos definidos anteriormente. Su demostración 
se deja al lector. De esta manera, dado que u es algebraico sobre el campo 
K, = F(a;, 42, ..., ap) [después de todo, el polinomio que u satisface es 
p(x)= x" + ax"! + +> + a, el cual tiene todos sus coeficientes en 
F(a, 4», ..., 4n)], el campo K,(u) es una extensión finita de K, y puesto que 
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K, es una extensión finita de F, se tiene, de nuevo por el Teorema 5.3.1, que 
K,(u) es una extensión finita de F. Como u E K,(u), del Teorema 5.3.2 se ob- 
tiene que u es algebraico sobre F. Esto sitúa a u en E(K) por la misma defini- 
ción de E(K), y con ello se prueba el teorema. 


Existe un teorema famoso debido a Gauss, a menudo calificado como el 
teorema fundamental del álgebra, que afirma (en términos de extensiones) 
que la única extensión finita de €, el campo de los números complejos, es 
C mismo. En realidad este resultado no es puramente algebraico, su validez de- 
pende profundamente de las propiedades topológicas del campo de los núme- 
ros reales. Sea como fuere, es un teorema sumamente importante en el álgebra 
y en muchas otras partes de la matemática. 

La formulación del Teorema fundamental del álgebra en términos de la in- 
existencia de extensiones finitas de C es un poco diferente de la que usualmente 
se da. La forma más frecuente en la que se formula este famoso resultado invo- 
lucra el concepto de raíz de un polinomio, el cual se tratará con cierta extensión 
posteriormente. En tales términos el Teorema fundamental del álgebra se 
transforma en: todo polinomio de grado positivo que tenga sus coeficientes en 
C tiene por lo menos una raíz en C. El significado preciso de esta proposición 
y su equivalencia con la otra forma del teorema expuesta anteriormente, se acla- 
rarán más adelante, luego del desarrollo de los temas relativos a raíces. 


Un campo L con la propiedad de C descrita en los párrafos anteriores se 
dice que es algebraicamente cerrado. Si se da por sentado que C es algebraica- 
mente cerrado (teorema de Gauss), entonces, por el Teorema 5.4.3, se tiene 
también que 


El campo de los números algebraicos es algebraicamente cerrado. 


PROBLEMAS 5.4 


1. Demuéstrese que a = V2 — V3 es algebraico sobre Q de grado a lo sumo 
4 mostrando un polinomio f(x) de grado 4 sobre O tal que f(a) = 0. 


2. Si a y b en K son algebraicos sobre F de grados m y n, respectivamente, 
y si m y n son relativamente primos demuéstrese que [F (a, b) : F] = mn. 


3. Si a E€ Ces tal que p(a) = 0, donde 
px) =x + V2 + 15 + V7x + VI, 


demuéstrese que a es algebraico sobre O de grado a lo sumo 80. 


4. Si K D Fes tal que [K : F] = p, siendo p primo, probar que K = F(a) 
para todo a en K que no esté en F. 
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5. Si [K : F] = 2" y T es un subcampo de K, demuéstrese que [T : F] = 
para algún m < n. 


6. Proporciónese un ejemplo de dos números algebraicos'a y b de grados 2 
y 3, respectivamente, tales que ab sea de grado menor que 6 sobre Q. 


7.Si K > F son campos y 4;, ..., a, están en K, demuéstrese que 
F(a, ..., a,) es igual a F (aqs ..., Gam) para cualquier permutación o 
de 1, 2, 





5.5 CONSTRUCTIBILIDAD 


En la antigua Grecia, a diferencia de las otras culturas de la época, los matemá- 
ticos griegos se interesaron en la matemática como una disciplina abstracta más 
bien que como un caudal de habilidades pragmáticas para hacer cuentas o rea- 
lizar mediciones. Desarrollaron notables intereses y resultados en la teoría de 
los números y, de manera muy especial, en geometría. En dichas áreas formu- 
laron cuestiones perspicaces. Los problemas que plantearon en geometría —dos 
de los cuales constituirán el tema aquí tratado— son aún de interés y sustancio- 
sos. El matemático inglés G. H. Hardy, en su triste pero encantador librito A 
Mathematician's Apology (Apología de un matemático), describe a los antiguos 
matemáticos griegos como “colegas de otro colegio”” 

En esta sección nos referiremos a dos de tales problemas griegos. Pero en 
realidad la respuesta a ambos surgirá como una consecuencia del criterio de 
constructibilidad, el cual se obtendrá. Ahora se plantean dichos problemas y 
un poco después se explicará lo que traen consigo. 





PROBLEMA 4. ¿Se puede duplicar un cubo usando solamente regla y compás? 


PROBLEMA 2. ¿Se puede trisecar un ángulo arbitrario usando solamente regla 
y compás? 


A pesar de la aparente infinidad de ““trisectores de ángulos” que afloran 
cada año, la respuesta a ambos problemas es **'no””. Como se verá, es imposible 
trisecar el ángulo de 60% usando sólo regla y compás. Algunos ángulos, desde 
luego, son trisecables, por ejemplo, 0%, 90%, 145%, 180%, ..., pero la mayoría 
de los ángulos (con un sentido muy preciso de *“mayoría””) no lo son. 

Antes de llegar al significado exacto de los mismos problemas, se requiere 
explicar en términos explícitos cuáles son exactamente las leyes del juego. Por 
regla no se entenderá una regla graduada —es decir, un instrumento para medir 
longitudes arbitrarias. No. Una regla será simplemente una línea recta, sin nin- 
guna propiedad cuantitativa o métrica atribuida a ella. Se tiene dado un seg- 
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mento de recta —al cual se le asigna longitud 1— y todas las demás longitudes 
que se deriven de tal segmento deben obtenerse sencillamente empleando una 
regla (un simple borde recto) y un compás. 

Llamemos a un número real no negativo b longitud constructible si, me- 
diante un número finito de aplicaciones de la regla y el compás y los puntos 
de intersección obtenidos entre rectas y círculos así construidos, se puede 
construir un segmento de recta de longitud b, a partir del segmento de recta 
al que se le asignó longitud 1. 

De la geometría cursada en el bachillerato recordamos algunas cosas que 
se pueden realizar dentro de este marco. 


1. Cualquier longitud que se construya sobre una recta se puede construir so- 
bre cualquier otra recta mediante el uso del compás como instrumento de 
transferencia o transporte. 


2. Se puede trazar una recta paralela a una recta dada que pase por un punto 
dado. 


3. Se puede construir una longitud n para cualquier entero no negativo n. 


A partir de estos hechos y utilizando resultados referentes a la semejanza 
de triángulos, es posible construir cualquier longitud racional no negativa. Por 
el momento esto no se realiza, ya que resultará como un caso especial de lo que 
se hará en seguida. 

Afirmamos las siguientes propiedades: 


1. Sia y b son longitudes constructibles, entonces a + b también lo es. Si 
AB es un segmento de recta de longitud a y CD es uno de longitud b, se puede 
transferir dicho segmento CD, por medio de un compás, para obtener el 
diagrama ABE, donde AB es de longitud a y BE es de longitud b. De esta ma- 
nera el segmento de recta AE es de longitud a + b. Si b > a, ¿cómo se 
construiría b — a? 

2. Sia y b son longitudes constructibles, entonces ab también lo es. Se pue- 
de suponer que a + 0 y b + 0, de lo contrario, la proposición es trivial. Consi- 
dérese el diagrama 


Li 


P L, 
J B 
donde L, y L, son dos rectas distintas que se intersecan en P, y es tal que PA 
tiene longitud a, PB tiene longitud b y PJ tiene longitud 1. Sea L, la recta que 
pasa por J y A y L, la recta paralela a L, que pasa por B. Si C es el punto de 
intersección de L, y L4, se tiene el diagrama 
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Todas estas construcciones se pueden llevar a cabo con regla y compás. Por 
geometría elemental, la longitud de PC es ab. Por tanto, ab es constructible. 

3. Sia y b son constructibles y b + 0, entonces a/b es constructible. Consi- 
dérese el diagrama 


Le Ls 





donde P, A, B, J, L, y L, son como en la propiedad 2 anterior. Sean L, la recta 
que pasa por A y B, y Le la que pasa por J paralela a L;. Si D es el punto de 
intersección de L, y L,, entonces, nuevamente por geometría elemental, la lon- 
gitud de PD es a/b. Se destaca de nuevo que todas las construcciones realizadas 
pueden llevarse a cabo con regla y compás. 

Desde luego, esto demuestra que los números racionales no negativos son 
longitudes constructibles, ya que son cocientes de enteros no negativos, los cua- 
les se sabe que son longitudes constructibles. Sin embargo hay otras longitudes 
constructibles, por ejemplo, el número irracional V2. Dado que se puede 
construir con regla y compás el triángulo rectángulo 


c 


A 


con los lados AB y BC de longitud 1, por el teorema de Pitágoras se sabe que 
AC es de longitud V2. Por lo tanto, V2 es una longitud constructible. 

En las propiedades 1 a 3 se demostró que las longitudes constructibles casi 
forman un campo. Lo que falta son los negativos. Para evitar esto se formula 
la 3 


DEFINICIÖN. Se dice que un número real a es un número constructi- 
ble si |a|, el valor absoluto de a, es una longitud constructible. 
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En lo que se puede decir hasta el momento, cualquier número real podría 
ser constructible. Pronto se dispondrá de un criterio que dice que ciertos núme- 
ros reales no son constructibles. Por ejemplo, se podrá deducir a partir de este 
criterio que tanto V2 como cos 20° no son constructibles. Esto a su vez permiti- 
rá demostrar que la respuesta para ambos Problemas 1 y 2 es “no”. 

Pero primero se formula el 


TEOREMA 5.5.4. Los números constructibles forman un subcampo 
del campo de los números reales. 


DEMOSTRACIÓN. Las propiedades 1 a 3 casi resuelven el problema; la propie- 
dad 1 se debe adaptar ligeramente para permitir valores negativos. Se dejan al 
lector los pocos detalles. 


La meta siguiente es demostrar que todo número constructible debe ser un 
número algebraico —no cualquier número algebraico conocido, sino uno que 
satisfaga una condición bastante severa. 

Primero obsérvese que si a > 0 es un número constructible, entonces Va 
también lo es. Considérese el diagrama 


A C D B 


Corresponde a una semicircunferencia de radio (a + 1)/2, centro en C; AD es 
de longitud a, DB es de longitud 1 y DE es perpendicular a AB en D y corta 
a la circunferencia en E. Todo esto es constructible con regla y compás. Por 
geometría elemental se tiene que DE es de longitud Va. Por consiguiente, Va 
es constructible. 

Ahora nos dirigimos hacia la condición necesaria para que un número real 
sea constructible. Sean K el campo de números constructibles y Kọ un subcam- 
po de K. Se entiende por el plano de K, el conjunto de todos los puntos (a, b) 
en el plano euclidiano real cuyas coordenadas a y b están en Kọ. Si (a, b) y 
(c, d) están en el plano de Ko, entonces la recta que los une tiene la ecuación 
(y — DY (x-— a) = (b — d)/(a — c), de manera que es de la forma ux + vy + 
w = 0, donde u, v y w están en Kọ. Dadas dos de tales rectas ux + vıy + 
w =0 y Wx + vwy + w, = 0, donde u, vi, W, Y Uz, Vn, W están todos 
en Ko, entonces son paralelas o bien su punto de intersección es un punto de 
Ko. (Pruébese.) 

Dada una circunferencia cuyo radio r está en K, y cuyo centro (a, b) está 
en el plano de Ko, su ecuación es (x — a)-+ (y — bY = r?, la cual al desarro- 
llarse se ve que es de la forma x? + y? + dx + ey + f = 0, donde d, e y f 
están en Ko. Para ver dónde interseca dicha curva a una recta ux + vy +w = 
0, contenida en el plano de Ko, se resuelven simultáneamente las ecuaciones de 
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la recta y la circunferencia. Por ejemplo, si v 4 0, entonces y = —(ux + w)/v; 
sustituyendo y por esta expresión en la ecuación x? + y? + dx + ey +f = 
O se obtiene una ecuación cuadrática en la abscisa c de dicho punto de intersec- 
ción, de la forma c? + sic + $s = 0, cons, y s, en Kọ. Por la fórmula cua- 
drática, c = (=s, + vs? — 4s2)2, y si la recta y la circunferencia se cortan en 
el plano real, entonces s? — 4s2 > 0. Sis = sẹ? — 4s? > 0 y si K, = Ka VS), 
entonces se ve que la abscisa c se encuentra en K,. Si Vs € Ko, resulta K, = 
Ko; de lo contrario, [K; : Ko] = 2. Puesto que la ordenada d = (—uc + w)/v, 
se tiene que también d está en K,. Por consiguiente el punto de intersección 
(c, d) se encuentra en el plano de K, donde [K, : Ko] = 1 o bien 2. Siv = 0 
y u + 0 el razonamiento es semejante. 

Finalmente, para obtener la intersección de las circunferencias x? + y? + 
dx+ey+f=0 y x? + y? + gx + hy + k= 0 en el plano de Ky, restan- 
do una de estas ecuaciones de la otra resulta la ecuación de la recta en el plano 
de Ko, (d — g)x + [e— h)y + ($ -— k) = 0. Por tanto, encontrar los puntos 
de intersección de las dos curvas en el plano de Ko es lo mismo que hallar los 
puntos de intersección de una recta en el plano de Kọ con una circunferencia 
en ese plano. Ésta es precisamente la situación de que se dispuso anteriormente. 
Por tanto, si las dos circunferencias se cortan en el plano real, sus puntos de 
intersección se encuentran en el plano de una extensión de Ko de grado 1 o 2. 

Para producir una longitud constructible a se empieza en el plano de O, el 
conjunto de los racionales; la regla proporciona rectas en el plano de Q y 
el compás circunferencias en el plano de O. Por tanto, éstas se intersecan en un 
punto del plano de una extensión de grado 1 o 2 de O. Para llegar a a, se va 
por este procedimiento del plano a O al de L,, digamos, donde [L; : Q] = 
1 o 2, luego al de L,, donde [L, : L,] = 102, y se continúa un número finito 
de veces. En esta forma se obtiene una sucesión finita Q = LoC Lı C 

* C L, de campos, donde cada [£,: Li] = 1 o 2 y donde a Psr en L, 

Por el Teorema 5.3.1, [£, : Q] = [La : Ln] [Lr : £Ln-2] :* [£1 : Ql 
y dado que cada [L; : Li] = 102, se ve que [L, : Q] es una potencia de 2. 
Puesto que a € L,, se tiene que O (a) es un subcampo de L,„, por consiguiente, 
por el corolario del Teorema 5.3.1, [Q (a) : O] debe dividir a una potencia de 
2, por lo tanto [O (a) : O] = 2” para algún entero no negativo m. En forma 
equivalente, por el Teorema 5.3.5, el polinomio mínimo de a sobre O debe te- 
ner grado igual a una potencia de 2. Ésta es una condición necesaria para que 
a sea constructible. Se ha probado el importante criterio de constructibilidad, 
a saber 


TEOREMA 5.5.2. Para que un número real a sea constructible, es ne- 
cesario que [Q (a) : 0] sea una potencia de 2. En forma equivalente, 
el polinomio mínimo de a sobre Q debe tener grado igual a una poten- 
cia de 2. 


Duplicar un cubo de lado 1, por lo tanto de volumen 1, mediante regla y 
compás, requeriría construir un cubo de lados de longitud b cuyo volumen 
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fuera 2. Pero el volumen de tal cubo sería b°’, así que se tendría que poder en- 
contrar un nuevo número constructible b tal que b? = 2. 

Dado un número real b tal que b? = 2, entonces su polinomio mínimo so- 
bre Q es p(x) = x? — 2, ya que este polinomio es mónico e irreducible sobre 
O (si el lector lo desea, por el criterio de Eisenstein) y p(b) = 0. Además, como 
resulta obvio a la vista, p(x) es de grado 3. Puesto que 3 no es una potencia 
de 2, por el Teorema 5.5.2, no existe tal b constructible. Por lo tanto, el proble- 
ma de la duplicación del cubo mediante regla y compás tiene respuesta negati- 
va. Esto se resume en el 


TEOREMA 5.5.3. Es imposible duplicar un cubo de volumen 1 usan- 
do solamente regla y compás. 


Hemos resuelto ya el clásico Problema 1, así que volvemos al Problema 2, 
el de la trisección de un ángulo arbitrario mediante regla y compás. 
Si se pudiera trisecar el ángulo particular 60%, se podría construir el trián- 


gulo ABC del diagrama 


A B 


donde € = 20° y AC es de longitud 1, usando sólo regla y compás. Puesto 
que AB es de longitud cos 20°, se tendría que b = cos 20° es un número cons- 
tructible. 

Se desea probar que b = cos 20° no es un número constructible producien- 
do su polinomio mínimo sobre Q, y demostrando que este polinomio es de 
grado 3. Para tal fin se recuerda la fórmula trigonométrica del ángulo triple, 
a saber, cos3g9 = 4cos pg — 3cosg. Si b = cos20%, entonces, dado que 
cos (3 : 20%) = cos60% = +, dicha fórmula se convierte en 4b? — 3b = ], y 
de esta manera 8b? — 6b — 1 = 0. Si c = 2b, ésta se transforma en c? — 3c — 
1 = 0. Si b es constructible, entonces c también lo es. Pero p(c) = 0, donde 
p(x) = xX? — 3x — 1, y este polinomio es irreducible sobre O. (Pruébese.) Por 
lo tanto, p(x) es el polinomio mínimo de c sobre Q. Debido a que p(x) es de 
grado 3, y 3 no es una potencia de 2, por el Teorema 5.5.1 se tiene que c no 
es constructible. Por consiguiente no se puede trisecar el ángulo de 60% usando 
sólo regla y compás. Esto responde al Problema 2 en forma negativa. 


TEOREMA 5.5.4. Es imposible trisecar un ángulo de 60° usando sólo 
regla y compás. 
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Se espera que este teorema disuada al lector de la idea de unirse a las multi- 
tudes de trisectores de ángulos. Hay formas más productivas y placenteras de 
emplear el tiempo. 

Existe todavía otro problema clásico de este tipo cuya respuesta es “no 
Es el que se refiere a la cuadratura del círculo. La pregunta es: ¿Se puede 
construir un cuadrado cuya área sea la de un círculo de radio 1 usando sola- 
mente regla y compás? Esto es equivalente a preguntar si Vr es un número 
constructible. Si éste fuera el caso, entonces dado que m = (Vr Y, el número 
rr sería constructible. Pero Lindemann probó en 1882 que r es en realidad tras- 
cendente, así que desde luego no es algebraico, y entonces no puede ser 
constructible. Por lo tanto, no se puede realizar la cuadratura del círculo de 
radio 1 mediante regla y compás. 

Lo que se hizo anteriormente no constituye, por supuesto, una demostra- 
ción de la imposibilidad de la cuadratura del círculo, ya que se ha presupuesto 
el resultado de Lindemann sin probarlo. La demostración de que v es trascen- 
dente nos llevaría bastante lejos. Se podría esperar que fuera más fácil probar 
que r no es constructible que probar que no es algebraico. Éste no parece ser 
el caso. Hasta ahora todas las demostraciones de que r no es constructible se 
van por el camino de la consideración de la trascendencia de r. 
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1. Complétese la demostración del Teorema 5.5.1. 
2. Pruébese que x? — 3x — 1 es irreducible sobre Q. 


3. Demuéstrese que la construcción dada para Va, siendo a > 0, da efectiva- 
mente Va. 


4. Pruébese que el heptágono regular (polígono de siete lados de la misma lon- 
gitud) no es constructible, usando solamente regla y compás. 


5.6 RAÍCES DE POLINOMIOS 


Sean F [x], como de ordinario, el anillo de polinomios en x sobre el campo F 
y K una extensión de campo de F. Sia E K y 

ÍA) = % + ax +00 +0.x”, 
entonces se entiende por f(a) el elemento 

fa) = ao + œa +: +04" 


de K. Éste es el uso que se ha hecho de tal notación a lo largo de este capítulo. 
Ahora nos interesaremos en aquellos a en K tales que f(a) = 0. 
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DEFINICIÓN. Un elemento a € K es una raíz de un polinomio f(x) € 
F[x] si f(a) = 


En lo que se ha hecho hasta ahora siempre se ha dado un campo K exten- 
sión de un campo F y se consideraron los elementos de K algebraicos sobre F, 
es decir, aquellos elementos de K que son raíces de polinomios distintos de cero 
en F[x]. Se vio que si a € K es algebraico sobre F de grado n —es decir, si el 
polinomio mínimo de a sobre F es de grado n— entonces [F (a) : F] = n, don- 
de F(a) es el subcampo de K que se obtiene agregando a a F. 

Lo que se hace ahora es invertir el problema. Ya no se dispondrá de la ex- 
tensión K de F. En efecto, la tarea principal será producirla casi desde el princi- 
pio. Se empieza con cierto polinomio f(x) de grado positivo en F[x] como 
único dato; la meta es construir una extensión de campo K de F en la cual f(x) 
tenga una raíz. Una vez que se tiene bajo control esta construcción de Ķ, se 
desarrolla el tema general, obteniéndose por ello una serie de consecuencias in- 
teresantes. 

Antes de salir en búsqueda del K apropiado, se debe obtener cierta infor- 
mación con respecto a la relación de las raíces de un polinomio dado y su 
factorización. 


LEMA 5.6.4. Sia € L es una raíz de un polinomio f(x) € F[x] de 
grado n, donde L es una extensión de campo de F, entonces f œ) se fac- 
toriza en L [x] como f(x) = (x — a)q(x), donde q(x) es de grado n — 
le en 1L [x]. A lai inversa, sif(x) = (x- a)q(x), con f(x), q(x) y a co- 
mo antes, entonces a es una raíz de f(x) en L. 


DEMOSTRACIÓN. Dado que F C L, F[x] está contenido en £ [x]. Como a € 
L, x — aestá en L [x]; por el algoritmo de la división, Teorema 4.5.5, para poli- 
nomios en £ [x] se tiene que f(x) = (x — ajg(x) + r(x), donde q(x) y r(x) 
están en L [x] y r(x) = Oo bien grdr(x) < grd(x — a) = 1. Esto implica que 
r(x) = b, algún elemento de L. Sustituyendo a por x en la relación anterior 
y utilizando f(a) = 0, se obtiene 0 = (a — a)qą(a) + b = 0 + b = b; así que 
b = 0. Puesto que r(x) = b = O, se tiene lo que se requería, es decir f(x) = 
(x — a)qą(x). l 

En cuanto a la afirmación de que degq(x) = n — 1 se observa que dado 
que f(x) = (x — a)g(x), entonces, mediante el Lema 4.5.2, n = grd f(x) = 
grd(x— a) + grdq(x) = 1 + grdq(x). Esto da lugar al resultado requerido, 
erdg(x) = n- 1. 

El reciproco es completamente trivial. C] 


Una consecuencia inmediata del Lema 5.6.1 es 


TEOREMA 5.6.2. Supóngase que f (x) en F [x] tiene grado n; enton- 
ces f(x) puede tener a lo sumo n raíces en cualquier extensión K de F. 
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DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en n. Si n = 1, entonces f(x) = 
ax + b, donde a y b están en F y a + 0. Así que la única raíz de f(x) 
es —b/a, un elemento de F. 

Supóngase que el teorema es válido para todos los polinomios de grado k — 
1 sobre cualquier campo y que f(x) en F[x] es de grado k. Si f(x) no tiene 
raíces en K, entonces el teorema es desde luego correcto. Supóngase, entonces, 
que a E K es una raíz de f(x). Por el Lema 5.6.1, f(x) = (x — a)q (x), donde 
q(x) es de grado k — 1 en K[x]. Cualquier raíz b en K de q(x) es bien sea a 
o una raíz de q(x), ya que 0 = f(b) = (b — aJg(b). Por la hipótesis de induc- 
ción, q(x) tiene a lo sumo k — 1 raíces en K, por consiguiente f(x) tiene a lo 
sumo k raíces en K. Esto completa la inducción y prueba el teorema. 


En realidad, la demostración da lugar a un poco más. Para explicar este 
“*poco más”, se necesita el concepto de multiplicidad de una raíz. 


DEFINICIÓN. Si K es una extensión de F, entonces un elemento a de 
K es una raíz de multiplicidad k > 0 de f(x), donde f(x) está en F [x], 
si f(x) = (x— aYg(x) para algún q(x) en K[x] y x — a no divide a 
q(x) (o, de manera equivalente, donde qg(a) + 0). 


El mismo argumento dado para la demostración del Teorema 5.6.2 propor- 
ciona la siguiente versión más aguda: 


Sea f(x) un polinomio de grado n en F[x]; entonces f(x) puede tener a 
lo sumo n raíces en cualquier extensión de campo K de F, contando una raíz 
de multiplicidad k como k raíces. 


TEOREMA 5.6.3. Sea Sea f(x) en F[x] mónico de grado n y supóngase 
que K es una extensión de F en la cual f (x) tiene n raíces, contando una 
raíz de multiplicidad k como K raíces. Si tales raíces en K son ai, Qz, 


<., Am, cada una de ellas con multiplicidad ki, kz, ..., Km, res- 
pectivamente, entonces f(x) se factoriza en K [x] como fx) = 
(> > - ay (x E a)" (xa dir. 


DEMOSTRACIÓN. La demostración es fácil haciendo uso del Lema 5.6.1 e in- 
ducción en n. Se deja al lector llevarla a cabo. 


DEFINICIÓN. Se dice que f(x) en F [x] se descompone en factores li- 
neales sobre (o bien, en) K, si f(x) tiene en K [x] la factorización dada 
en el Teorema 5.6.3. 


Existe una aplicación agradable del Teorema 5.6.3 a campos finitos. Sea 
F un campo finito que consta de q elementos y sean a,, 4,, ..., a, los ele- 
mentos no cero de F. Puesto quv ellos forman un grupo de orden q — 1 respecto 
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a la multiplicación en F, por el Teorema 2.4.5 (demostrado ya hace mucho tiem- 


po), a?” = 1 para cualquier a + 0 en F. De esta manera el polinomio x?%! — 
1 en F[x] tiene q — 1 raíces distintas en F. Por el Teorema 5.6.3, el polinomio 
x™'!— 1 =(x- 41 Mx -— a): (x— a). Si también se considera 0, enton- 


ces todo elemento a de F satisface a1 = a, de manera que el polinomio x? — 
x tiene los q elementos de F como sus raíces distintas. Por el Teorema 5.6.3 se tiene 


TEOREMA 5.6.4. Sea F un campo finito que consta de q elementos. 
Entonces x7 — x se factoriza en F[x] como 


x= x = x(x- a(x- a) +: (x= ag) 
donde 4;, az, ..., ag son los elementos no cero de F y 
x= 1 = (x= a lx a) +++ (x- ag). 


Un caso muy especial de este teorema es aquel en el que F = Z,, los ente- 


ros módulo « el primo p. Aquí q = p y a, la... Api S son precisamente i, p 
polen algún orden. Por consiguiente se tiene el 


COROLARIO. En Zp[x], xP! — 1 se factoriza como 
ed = (x-1Xx- 2): (x-(p- 1). 
Póngase a prueba esto para p = 5,7 y ll. 
Como un corolario del corolario, se tiene un resultado de teoría de los nú- 


meros, conocido como Teorema de Wilson, el cual fue asignado como Proble- 
ma 18 de la Sección 2.4 del Capítulo 2. 


COROLARIO. Si p es primo, entonces (p — 1)!= —1 módp. 
DEMOSTRACIÓN. Por el corolario anterior, 
As => 1x- 2): (x-(Pp- 1) 
sustituyendo x = 0 en esta expresión resulta | 


=1 


I 


+02) Ce- D) = C): 2: (p =D) 
= (=p 
en Z,. En los enteros esto se traduce en ‘‘congruente mód p””. De esta manera 


(=D (p -— 1)! = —1 módp, 
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y por lo tanto (p — 1)! = (-1P mód p. Pero (-1Y = —1 mód p; por consiguien- 
te, se ha probado el teorema de Wilson. L] R 


Ahora cambiamos de dirección para considerar el problema mencionado al 
principio de esta sección: dado f(x) E F[x], construir una extensión finita K 
de F en la cual f (x) tenga una raíz. Como se verá en un momento, tal construc- 
ción de K será bastante sencilla cuando se pongan en juego los resultados pro- 
bados en el Capítulo 4 respecto a anillos de polinomios. Sin embargo, se lleva 
un poco de trabajo verificar que dicha construcción funciona. 


TEOREMA 5.6.5. Sea Fun campo y f(x) un polinomio de grado po- 
sitivo n en F[x]. Entonces existe una extensión finita K de F, con 
[K: F] < n, en la cual f(x) tiene una raíz. 


DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 4.5.12, f(x) es divisible en F [x] por algún 
polinomio irreducible p(x) en F [x]. Dado que p(x) divide a f(x), grd p(x) < 
grdf (x) = ny f(x) = p(x)ąq(x) para algún polinomio q(x) en F [x]. Si b es 
una raíz de p(x) en alguna extensión de campo de F, entonces b es automá- 
ticamente una raíz de f(x), ya que f(b) = p(b)q(b) = 0q(b) = 0. Así que 
para probar el teorema es suficiente encontrar una extensión de F en la cual 
p(x) tenga una raíz. 

Dado que p(x) es irreducible en F [x], elideal M = (p(x)) de F [x] genera- 
do por p(x) es un ideal máximo de F[x] por el Teorema 4.5.11. Por consi- 
guiente, por el Teorema 4.4.2, K = F[x]/M es un campo. Afirmamos que éste 
es el campo buscado. 

Estrictamente hablando, K no contiene a F; sin embargo, como se demues- 
tra en seguida, K sí contiene un campo isomorfo a F. Puesto que todo elemento 
de M es un múltiplo de p(x) en F [x], todo elemento de M que no sea cero debe 
tener grado al menos igual al de p(x). Por lo tanto, MN F = (0). De esta ma- 
nera el homomorfismo y : F[x] > K definido por y(g(x)) = g(x) + M para 
todo g(x) en F [x], cuando se restringe a F, es inyectivo en F. Por consiguiente, 
la imagen de F e K, F, es un campo isomorfo a F. Se puede identificar F, por 
medio de y, con F y por lo tanto se puede considerar, en esta forma, que K 
es una extensión de F. 

Denótese x + ME K por a, de manera que y(x) = a, a € K. Se deja al 
lector demostrar, a partir del hecho de que y es un homomorfismo de F [x] so- 
bre K con núcleo M, que y(g(x)) = g(a) para todo g(x) en F[x]. ¿A qué es 
igual y(p(x))? Por una parte, puesto que p(x) está en F[x], y(p(x)) = p(a). 
Por otra parte, dado que p(x) está en M, el núcleo de y, y(p(x)) = 0. Igua- 
lando estas dos evaluaciones de y(p(x)), se obtiene que p(a) = 0. En otras 
palabras, el elemento a = y(x) de K es una raíz de p(x). 

Para terminar la demostración, todo lo que se necesita es probar que 
[K : F] = grdp(x) < n. Esto surgió anteriormente, en la demostración alter- 
nativa que se dio del Teorema 5.3.5. En esa ocasión se dejó dicho punto para 
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que fuera probado por el lector. Seremos ahora un poco más generosos y lleva- 
remos a cabo la demostración en detalle. . 

Dado A(x) en F[x], entonces, por el algoritmo de la división, h(x) = 
poda(x) + r(x) donde q(x) y r(x) están en F[x] y r(x) = 0 o bien 
erdr(x) < grdp(x). Procediendo en módulo M, se obtiene que 


Y(A(0) = ypa) + rod) = ypx) + yir) 
= Y(p00) yla(x)) + 4(r(x)) 
= y(r(x)) = r(a) 


[puesto que y(p(x)) = p(a) = 0]. 

Por lo tanto, puesto que todo elemento de K = F[x]/M es y(h(x)) para 
algún A(x) en F[x] y y(A(x)) = r(a), se tiene que todo elemento de K 
es de la forma r(a), donde r(x) está en F [x] y grdr(x) < grd p(x). Si grd p(x) = 
m, la discusión que se acaba de realizar dice que 1, a, a?, ..., a”! gene- 
ran K sobre F. Además, estos elementos son linealmente independientes sobre 
F, ya que una relación del tipo ay + œa + ::* + Oma"! = 0 implicaría 
que g(a) = O donde g(x) = % + AX + *** + Am_¡x”—! está en F[x]. Esto 
sitúa a g(x) en M, lo cual es imposible puesto que g(x) es de grado menor que 
p(x), a menos que g(x) = 0. En otras palabras, se obtiene una Conrradicdian 
a no ser que ao = Y = *** = Am_1 = 0. Por lo tanto los elementos 1, a, a”, 

., a”! son linealmente independientes sobre F. Dado que también generan 
K sobre F, forman una base de K sobre F. Consecuentemente, 


dim; K = [K: F] = m = grdp(x) < n = grd f(x). 
El teorema está probado. C 


Realizamos ahora una iteración del argumento usado en la demostración 
anterior para probar el importante 


TEOREMA 5.6.6. Sea f(x) E F[x] de grado n. Entonces existe una 
extensión K de F de grado a lo sumo n! sobre F de tal manera que f (x) 


tiene n raíces, contando multiplicidades, en K. De manera equivalente, 
f(x) se descompone en factores lineales sobre K. 


DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en n. Sin = 1, entonces f(x) = 
a + 8x, donde a, BEF y B +0. La única raíz de f(x) es —q/8, la cual 
está en F. De esta manera K = Fy [K: F] = 

Supóngase que el resultado es cierto para todos los polinomios de gra- 
do k sobre un campo y que f(x) E F[x] es de grado k + 1. Por el Teorema 
5.6.5 existe una extensión K, de Fcon[K, : F} < k + 1 en la cual f(x) tiene 
una raíz a. Por consiguiente en K,[x], f(x) se factoriza como f(x) = 
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(x — ad)q(x), donde q(x) € K,[x] es de grado k. Por la hipótesis de induc- 
ción existe una extensión K de K, de grado a lo sumo k! sobre K,, sobre la cual 
q(x) se descompone en factores lineales. Pero entonces f(x) se descompone en 
factores lineales sobre K. En virtud de que [K : F] = [K : K,][K, : K] < 
(k + Dk! = (k + 1)!, se completa la inducción y se prueba el teorema. 


Dejamos el tema de las extensiones de campo hasta este punto. Estamos 
exactamente en lo que se podría describir como el principio de la teoría de Ga- 
lois. Dada una extensión K de F de grado finito sobre la cual un polinomio da- 
do f(x) se descompone en factores lineales, existe una extensión de grado 
mínimo que goza de esta propiedad. Tal extensión se denomina campo de des- 
composición de f(x) sobre F. Luego se procede a demostrar que tal campo de 
descomposición es único salvo isomorfismos. Una vez que se cuenta con esto 
la teoría de Galois avanza sobre ruedas, estudiando la relación entre el grupo 
de automorfismos de dicho campo de descomposición y su estructura de sub- 
campo. Con el tiempo, conduce a la demostración, entre muchas otras cosas, 
de que existen polinomios sobre los racionales de cualquier grado mayor que o 
igual a 5 cuyas raíces no se pueden expresar cómodamente en términos de los 
coeficientes de tales polinomios. 

Esto constituye una breve y muy superficial descripción de a dónde se pue- 
de ir a partir de aquí en la teoría de campos. Pero no hay prisa. Los lectores 
deben asimilar el material que se ha presentado; esto los colocará en una buena 
posición para estudiar teoría de Galois si así lo desean. 


PROBLEMAS 5.6 


1. Pruébese el Teorema 5.6.3. 


2. Si F es un campo finito que tiene los q — 1 elementos distintos de cero a}, 
az, -.., A¿_1, pruébese que a/a, :** ag = 1)? 


3. Sean Q el campo de los racionales y p(x) = xt + x3 + x + xl. 
Demuéstrese que existe una extensión K de Q con [K : Q] = 4 sobre 
la cual p(x) se descompone en factores lineales. [Sugerencia: Encuéntrense 
las raíces de p(x).] 


4. Si q(x) = x" + ax"! + *** + q,, a, 40, es un polinomio con coefi- 
cientes enteros y si un número racional r es una raíz de q(x), pruébese que 
r es entero y r/a,. 

5. Probar que q(x) = x? — 7x + 11 es irreducible sobre Q. 


6. Si F es un campo de característica p + 0, demuéstrese que (a + by” = 
a? + b’ para todo a y ben F. 


7. Extiéndase el resultado del Problema 6 demostrando que (a + b)” = 
a” + b”, donde m = p". 
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8. Sea F = Z,, siendo p primo, y considérese el polinomio x” — x en Z,[x], 


donde m = p”. Sea k una extensión finita de Z, sobre la cual x” — x se 
descompone en factores lineales. En K sea Ko el conjunto de todas las raí- 
ces de x” — x. Demuéstrese que K, es un campo que consta a lo sumo de 
p” elementos. 


9. En el Problema 8 demuéstrese que Ko tiene exactamente p” elementos. 


(Sugerencia: Véase el Problema 14.) 


10. Constrúyase una extensión de campo K, de Q tal que [K, : Q] = n, para 


cualquier n > 1. 


11. Definir la aplicación ô : F[x] > F[x] mediante 


$(A) + ax + ax? + «>> + a,x") 


= q + 2ax + + dax Ol + +++ + nap, 


Demostrar que: 

(a) SC + g(x) = èlf) + S(g(x)). 
(b) SD) = S8 (800) + (SE) 
para todo f(x) y (x) en F[x]. 


12. Si F es de característica p + 0, descríbase todo f(x) en F[x] tal que 


9(f(x)) = 0. 


13. Demuéstrese que si f(x) en F [x] tiene una raíz de multiplicidad mayor que 


1 en alguna extensión de campo de F, entonces f(x) y 5(£(x)) no son pri- 
mos entre sí en F[x]. 


14. Si F es de característica p + 0, demuéstrese que todas las raíces de x” — x, 


donde m = p”, son distintas. 


15. Si f(x) en F[x] es irreducible y tiene una raíz de multiplicidad mayor que 


1 en alguna extensión de F, demuéstrese que: 
(a) F debe ser de característica p para algún primo p. 
(b) f(x) = g(x’) para algún polinomio g(x) en F[x]. 


TEMAS 
ESPECIALES 





En este capitulo final consideramos varios temas no relacionados. Uno de ellos 
viene de la teoría de grupos y los restantes de la teoría de campos. En el estudio 
de estos temas, nos tropezaremos con muchos de los resultados y conceptos de- 
sarrollados anteriormente en el libro. Aunque dichos temas son un tanto espe- 
ciales, cada uno tiene consecuencias que son verdaderamente importantes en 
sus respectivas áreas. 

Los lectores que hayan logrado sobrevivir hasta ahora habrán adquirido un 
cierto conjunto de técnicas, experiencia y habilidad algebraicas para poder se- 
guir el material con relativa facilidad. Nos sentimos ahora en libertad para tra- 
tar diversos temas de manera algo más superficial que antes, dejando al lector 
completar un poco más los detalles. 

El material que se tratará no se presta fácilmente a problemas, al menos 
no a problemas de un grado razonable de dificultad. Por consiguiente, se asig- 
narán relativamente pocos ejercicios. Esto debe ser como una ayuda para aquellos 
que deseen asimilar los temas de este capítulo. 





6.1 SIMPLICIDAD DE A, 


En el Capítulo 3, donde se habló de S,, el grupo simétrico de grado n, se de- 
mostró que si n > 2, entonces S, tiene un subgrupo normal A,, el cual se 
denominó grupo alternante de grado n, que es un grupo de orden n!/2. En rea- 
lidad, A, fue simplemente el conjunto de todas las permutaciones pares en S,. 
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Cuando se trató de 4,, se dijo que, para n => 5, era un grupo simple, es 
decir, que A, no tiene otros subgrupos normales aparte de (e) y él mismo. En 
aquella ocasión se prometió que se demostraría este hecho en el Capítulo 6. Ahora 
se cumple tal promesa. 

Para explicar con claridad qué es lo que se va a demostrar, quizá debamos 
repetir lo que se dijo anteriormente y definir formalmente qué nani grupo 
simple. : 


DEFINICIÓN. Se dice que un grupo no abeliano es simple si sus únicos 
subgrupos normales son (e) y él mismo. 


Se impone la condición de que G sea no abeliano, para excluir de la desig- 
nación de ““simple”” a los ejemplos triviales de grupos cíclicos de orden primo. 
Dichos grupos cíclicos de orden primo no tienen subgrupos no triviales en ab- 
soluto, así que, forzosamente, carecen de subgrupos normales propios. Se ve 
fácilmente que un grupo abeliano sin subgrupos propios es cíclico de orden primo. 

Empezamos con el muy sencillo 


LEMA 6.4.4. Sin > 3 y 7,, 7,son dos transposiciones en S,, entonces 


7,7, es un 3-ciclo o Bien el producto de dos 3-ciclos. 


DEMOSTRACIÓN. Si 7, = 7,, entonces 7,7, = 7? = e y desde luego e es el 
producto de dos 3-ciclos, por ejemplo e = (123)1(132). 

Si 7, * r,, entonces tienen ya sea un símbolo en común o ninguno. Si tienen 
un símbolo en común, se puede suponer, luego de una renumeración apropiada, 
que 7, = (12) y r, = (13). Pero entonces 7,7, = (12X13) = (132), el cual ya 
es un 3-ciclo. 

Finalmente, si 7, y 7, no tienen símbolo en común, se puede suponer, sin 
perder generalidad, que 7, = (12) y r, = (34), en cuyo caso 7,71, = (12134) = 
(14210143), que es efectivamente el producto de dos 3-ciclos. El lema queda 
entonces probado. 


Una consecuencia inmediata del Lema 6.1.1 es que para n > 3 los 3-ciclos 
generan A,, el grupo alternante de grado n. 


TEOREMA 6.1.2. Si y es una permutación par en S,, donde n > 3, 
entonces g es un producto de 3- ciclos. En otras s palabras, los 3-ciclos 
en Sa generan Ar. 





DEMOSTRACIÓN. Sea o € S, una permutación par. Por la definición de pa- 
ridad de una permutación, o es el producto de un número par de transposiciones. 
Así que o = TT, *** TajziT2j *** T2m—i72m ES el producto de 2m transposi- 
ciones Ti, 72, ..., Tzam. Por el Lema 6.1.1, cada r,;_,7,, es un 3-ciclo o bien el 
producto de dos 3-ciclos. Por tanto, se tiene que ø es un 3-ciclo o bien el producto 
de a lo sumo 4m 3-ciclos. Esto demuestra el teorema. 
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Ahora proporcionamos un algoritmo para calcular la conjugada de cual- 
quier permutación en S,. Sea o E S, y supóngase que o(i) = j. ¿A qué es igual 
Tor”! si 7 E S,? Supóngase que 7(i) = s y t(j) = t; entonces ror'(s) = 
ro(77Us)) = ro(i) = r(j) = t. En otras palabras, para calcular rør™! se 
reemplaza cada símbolo de ø por su imagen respecto a 7. 

Por ejemplo, si a = (123) y 7 = (143), entonces dado que 7(1) = 4, 7(2) = 
2, 1(3) = 1 y 7(4) = 3, se ve que rør™! = (421) = (142). 


Dados dos k-ciclos, digamos (12 +++ k) y (iiz, ..., ix), entonces son con- 
jugados en S, porque si 7 es una permutación que envía la į}, 2a, ...,k 
a ip, entonces 7(12 --- k)r™! = (ii, <+- ip). Puesto que toda permutación es 


el producto de ciclos ajenos y la conjugación es un automorfismo, se obtiene, 
a partir del resultado para k-ciclos, que para calcular 707! para cualquier per- 
mutación g, se reemplaza cada símbolo de ø por su imagen respecto a 7. De 
esta manera se ve que es sumamente sencillo calcular la conjugada de cualquier 
permutación. 

Dadas dos permutaciones o, y a, en S„, entonces son conjugadas en S,,, apli- 
cando la observación anterior, si en sus descomposiciones en productos de ciclos 
ajenos tienen iguales longitudes de ciclo y cada longitud de ciclo con la misma 
multiplicidad. Así que, por ejemplo (121341367) y (47041568) son conjugadas 
en S, pero (121341567) y (371(568) no lo son. 

Recuérdese que una partición de un entero positivo n significa una descom- 


posición de n en la forma n = n) + n, + ` + nz, donde 0 < n < m< 
< < Ng. Si o en S, es el producto ajeno de un »,-ciclo, un »,-ciclo, ..., un 
A y-ciclo, entonces n, + n + *** + nę = n, y una permutación 7 es con- 


jugada de o si y sólo si 7 es el producto ajeno de ciclos en la misma forma. Por 
lo tanto, el número de clases de conjugación en S, es igual al número de parti- 
ciones de n. 

Por ejemplo, si n = 4, entonces las particiones de 4 son 4 = 4,4 =1 + 
34=1+1+24=1+1+1+1y4= 2842, las cuales son cinco 
en total. Así que S, tiene cinco clases de conjugación, a saber las clases de 
(1234), (123), (12), e y (12134), respectivamente. 

Todo lo dicho anteriormente se resume en tres proposiciones distintas. 


LEMA 6.1.3. Para encontrar 707”! en S,, se reemplaza cada símbolo. 
de a por su imagen respecto a 7. 


LEMA 6.1.4. Dos elementos en S, son conjugados si tienen descom- 
posiciones semejantes como productos de ciclos ajenos. 


LEMA 6.1.5. El número de clases de conjugación en: S, es igual al. 

número de particiones de n. 

Evidentemente, de los resultados anteriores cualquier par de 3-ciclos en S, 
son conjugados en S,. Un 3-ciclo es una permutación par, por lo tanto está en 
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A. Se podría preguntar si cualquier par de 3-ciclos son conjugados incluso en 
el grupo más pequeño A,. Para n > 5 la respuesta es ““sí”” y es bastante fácil 
de probar. - 


LEMA 6.4.6. Sin = 5, entonces cualquier par de 3-ciclos en S, son 
también conjugados en Ap. 


DEMOSTRACIÓN. Sean o, y o dos 3-ciclos en S,,; por el Lema 6.1.4 son conju- 
gados en S,. Renumerando, se puede suponer que o, = (123) y o, = 1(123)r”! 
para algún 7 € S,. Si 7 es par, entonces se llega a la conclusión deseada. Si 7 
es impar, entonces p = 7(45) es par y p(123)p"! = 1(45)1(1231(45) 7! = 
1(123)77! = o. Por lo tanto, o, y a, son conjugados en A,. De esta manera 
se ve que el lema es correcto. 


En S, los dos 3-ciclos (123) y (132) son conjugados en Sy pero no lo son en 
Ay, que es un grupo cíclico de orden 3. 

Ahora se prueba un resultado que no es solamente importante en teoría de 
grupos, sino que desempeña también un papel clave en teoría de campos y en 
la teoría de ecuaciones. 


TEOREMA 6.1.7. Sin > 5, entonces el único subgrupo normal propio 
no trivial de S, es Ap. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que N es un subgrupo normal de S, y que N no 
es (e) ni tampoco S,. Sea ø + e un elemento de N. Puesto que el centro de S, 
es precisamente (e) y las transposiciones generan S,, existe una transposición 
T tal que 07 + 70. Por el Lema 6.1.4, 7, = oro! es una transposición, por lo 
tanto 77, = roro | + e está en N, ya que o E N y rørt = 7ror ' E N porque 
N es normal en S,. De esta manera N contiene un elemento que es el producto 
de dos transposiciones, a saber 771. 

Si 7 y 7, tienen un símbolo en común, entonces, como se vio en la demos- 
tración del Lema 6.1.1, 77, es un 3-ciclo, por consiguiente N contiene un 3- 
ciclo. Por el Lema 6.1.4 todos los 3-ciclos en S, son conjugados a 77, así que 
deben estar en N, por la normalidad de N en S,. Por lo tanto el subgrupo de 
S, generado por los 3-ciclos, el cual, según el Teorema 6.1.2 es todo 
Apn, se encuentra en N. Nótese que hasta este punto no se ha empleado el he- 
cho de que n => 5. 

En estas condiciones se puede suponer que 7 y 7, no tienen símbolos en 
común. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que 7 = (12) y 7, = (34); 
por lo tanto, (12)(34) está en N. Puesto que n > 5, (15) está en S,, por consi- 
guiente (15112134115) = (25134) está también en N; de esta manera 
(12)(34)(25)(34) = (125) está en N. Así que también en este caso, N debe con- 
tener un 3-ciclo. El argumento anterior demuestra entonces que N D A,. 
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Se ha demostrado que en ambos casos N debe contener a A,. Puesto que 
no hay subgrupos estrictamente entre A, y S, y N + Sn se obtiene el resultado 
deseado que N = Ap 


El resultado es falso para n = 4; el subgrupo 
N = (e, (12134), (13124), (14)(23)} 


es un subgrupo normal propio de S, y no es As. 

Ahora ya conocemos todos los subgrupos normales de S, cuando n > 5. 
¿Se pueden determinar a partir de esto todos los subgrupos normales de A, 
paran > 5? La respuesta es ““sí””; como pronto se verá, A, es un grupo simple 
sin > 5. La demostración que se da puede parecer inesperada a muchos, ya 
que gira en torno del hecho de que 60, que es el orden de As, no es un cua- 
drado perfecto. 


TEOREMA 6.1.8. El grupo A; es un grupo simple de orden 60. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que A; no es simple; entonces tiene un subgrupo 
normal propio N cuyo orden es tan pequeño como sea posible. Sea el subcon- 
junto T = {ø E Ss|aNa"!* C N} o sea el normalizador de N en Ss. Puesto que 
N es normal en As, se tiene que T > As. T es un subgrupo de Ss, así que si 
T A As, se tendría que T = Ss. Pero esto diría que N es normal en Ss, lo cual, 
por el Teorema 6.1.7, implicaría que N > As, dando por resultado que N = 
As, lo que es contrario a la suposición que N es un subgrupo propio de 45. De 
manera que se debe tener T = As. Dado que (12) es impar, no está en As, por 
consiguiente no está en T. Por lo tanto, M = (IDN)! + N. 

Puesto que N < As, también se tiene que M < A; (pruébese), así que 
ambos MN Ny MN = [mn|m E M, n E N} son normales en As. Dado que 
MAN se tiene que MNNEN y puesto que N es un subgrupo normal propio 
mínimo de As, se deduce que MN N = (e). Por otra parte, (12IMN (12)! = 
(12M (12) (12N (12)! = NM [ya que (12 (12)? = M y (12M(12)' = 
N] pero NM = MN por la normalidad de M y N en 45. Por lo tanto, el ele- 
mento (12) está en el normalizador de MN en S$, y dado que MN es normal en 
As, se Obtiene, como se hizo anteriormente, que MN es normal en S; y por lo 
tanto MN = As por el Teorema 6.1.7. 

Considérese lo que se tiene ahora. Ambos M y N son subgrupos normales 
de As, cada uno de orden |N|, y MN = Asy MNN = (e). Afirmamos, y lo 
dejamos al lector, que MN debe tener entonces orden |N|?. Puesto que MN = 
As, se obtiene que 60 = |4;| = |MN] = |N}. Pero esto carece totalmente de 
sentido, ya que 60 no es cuadrado de ningún entero. Esto establece el Teorema 
6.1.8. C] 

No es muy difícil pasar de la simplicidad de 4; a la de A, para n > 5. 
Nótese que el razonamiento que se hizo para As no dependió de 5 hasta llegar 
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a “60 no es cuadrado de ningún entero”. En efecto, el razonamiento es válido 
mientras se sepa que n!/2 no es un cuadrado perfecto. Así por ejemplo, si 
n = 6, entonces 6!/2 = 360 no es cuadrado, por consiguiente A¿ es un grupo 
simple. Dado que este hecho será necesario en la discusión posterior, se registra 
antes de continuar. 


.COROLARIO DE LA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.1.8. 


As es un grupo simple. LLO 


Regresamos a la cuestión de si n!/2 es o no es cuadrado. En realidad, no lo 
essin > 2. Esto se puede demostrar como consecuencia del magnífico teorema 
de la teoría de los números (llamado Postulado de Bertrand), que afirma que 
para m > 1 siempre existe un primo entre m y 2m. Puesto que no se dispone 
de este resultado, seguimos otro camino para demostrar la simplicidad de A, 
para todo n > 5. 

Probamos ahora este importante teorema. 


TEOREMA 6.4.9. Para todo n > 5 el grupo A, es simple. 


DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 6.1.8 se puede suponer que n > 6. El centro 
de A, para n > 3 es simplemente (e). (Pruébese.) Puesto que A, es generado 
por los 3-ciclos, si ø + e está en 4,, entonces, para algún 3-ciclo 7, ør + 70. 

Supóngase que N + (e) es un subgrupo normal de 4, y que o + e está en 
N. Por consiguiente, para algún 3-ciclo 7, or + ro, lo cual quiere decir que 
oro 17! + e. Dado que N es normal en A,, el elemento 70777! está en N, 
por lo tanto oro” !77! está también en N. Puesto que 7 es un 3-ciclo, entonces 
oro”? debe ser también un 3-ciclo. De esta manera N contiene el producto de 
dos 3-ciclos, y dicho producto no es e. Estos dos 3-ciclos contienen a lo sumo 
seis símbolos, así que se pueden considerar situados en As el cual, dado que 
n > 6, se puede considerar empotrado isomorfamente en A,. (Pruébese.) 
Pero entonces N N As + (e) es un subgrupo normal de A¿, por consiguiente, 
por el corolario anterior, N N A, = As. Por lo tanto, N debe contener un 3- 
ciclo y puesto que todos los 3-ciclos son conjugados en A, (Lema 6.1.6), N 
debe contener todos los 3-ciclos en S,. Dado que estos 3-ciclos generan A,, se 
obtiene que N es todo A, y con ello se prueba el teorema. [|] 


Existen muchas demostraciones diferentes del Teorema 6.1.9 —las que nor- 
malmente comprenden la prueba de que un subgrupo normal de A, debe con- 
tener un 3-ciclo— que son más breves y posiblemente más sencillas que la que 
se dio. Sin embargo, preferimos el rasgo curioso contenido en la demostración 
dada en el sentido de que todo el asunto se reduce al hecho de que 60 no es 
un cuadrado. Recomendamos al lector examinar algunas otras demostraciones 
de este teorema tan importante, especialmente en libros de teoría de grupos. 

Los A, proporcionan una familia infinita de grupos simples finitos. Hay 
algunas otras familias infinitas de grupos simples finitos y 26 grupos simples 
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finitos particulares que no pertenecen a ninguna familia infinita. Esta determi- 
nación de todos los grupos simples finitos, que fue llevada a cabo en las déca- 
das de 1960 y 1970 por un gran número de investigadores de la teoría de gru- 
pos, es uno de los más grandes logros de la matemática del siglo XX. 


PROBLEMAS 6.1 


1. Pruébese que si n > 2, el centro de S, es (e). 

2. Pruébese que si n > 3, el centro de A, es (e). 

3. ¿Qué se puede decir respecto a las estructuras de ciclo del producto de dos 
3-ciclos? 

4. Si m < n, demuéstrese que hay un subgrupo de S, isomorfo a Sm. 


5. Demostrar que un grupo abeliano que no tenga subgrupos propios es cíclico 
de orden primo. 


6. ¿Cuántas clases de conjugación hay en S¿? 


7. Si los elementos a,, 4», ..., 4, generan el grupo G y b es un elemento no 
central de G, pruébese que ba, + a;b para algún i. 


8. SiM < Ny N < G, demuéstrese que aMa”! es normal en N. para todo 
a€ cd. 


9.SiM <a GyN < G, demuéstrese que MN es un subgrupo normal de G. 
10. Si n > 5 es impar, demuéstrese que los n-ciclos generan A,. 


11. Demuéstrese que el centralizador de (12 -+ k) en S, tiene orden k(n — k)! 
y que (12 --- k) tiene n!/(k(n — k)!) conjugados en S,. 


12. En la demostración del Teorema 6.1.8, pruébese que |MN] = |N. 


6.2 CAMPOS FINITOS | 


Nuestra meta en esta sección y en las dos siguientes es obtener una descripción 
completa de todos los campos finitos. Lo que se demostrará es que el grupo 
multiplicativo de los elementos distintos de cero de un campo finito es un grupo 
cíclico. Esto se realiza en la presente sección. En las dos siguientes los objetivos 
serán establecer la existencia y unicidad de los campos finitos que constan de 
p” elementos para cualquier primo p y cualquier entero positivo n. 

Algunas de las cosas que se van a hacer ya aparecieron en los conjuntos de 
problemas de teoría de grupos y teoría de campos como problemas difíciles. 
Las técnicas que se emplean provienen de las teorías de grupos y campos, agre- 
gando un poco de teoría de los números. 
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Se recuerda lo que es la función y de Euler. Dicha función se define por: 
p(1) = 1 y, para n > 1, (n) es el número de enteros positivos menores que 
n y primos con respecto a n. 

Empezamos con un resultado de teoría de los números cuya demostración, 
sin embargo, utilizará teoría de grupos. Antes del caso general, presentamos 
un ejemplo. 

Sea n = 12; entonces (12) = 4 ya que solamente 1, 5, 7 y 11 son menores 
que 12 y relativamente primos con 12. Se calcula p(d) para todos los divisores 
de 12. Se tiene: p(1) = 1, (2) = 1, p(3) = 2, p(4) = 2, p(6) = 2 y p(12) = 
4. Obsérvese que la suma de todos los valores (d) sobre todos los divisores 
de 12 es 12. Esto no es casualidad sino un caso especial del 


TEOREMA 6.2.4. Sin > 1, entonces Ep(d) = n, donde esta suma 
recorre todos los divisores d de n. 


DEMOSTRACIÓN. Sea G un grupo cíclico de orden n generado por el elemento 
a. Si d|n, ¿cuántos elementos de G tienen orden d? Si b = a”%, entonces todas 
las soluciones en G de x = e son las potencias e, b, b?, ..., bt! de b. 
¿Cuántas de ellas tienen orden d? Afirmamos, y lo dejamos al lector, que b” 
tiene orden d si y sólo si r es primo con respecto a d. Así que el número de 
elementos de orden d en G, para todo divisor d de n, es p(d). Cada elemento 
de G tiene como orden algún divisor de n, de modo que si se suma el número 
de elementos de orden d —a saber p(d)— sobre todos los d que dividan a n, 
por cada elemento de G se cuenta una y sólo una vez. Por consiguiente Ep(d) = 
n si se recorren todos los divisores d de n. El teorema ahora está probado. 


En un grupo cíclico finito de orden n el número de soluciones de x” = e, 
el elemento unidad de G, es exactamente d para cada d que divida a n. Este 
hecho se utiliza en la demostración del Teorema 6.2.1. Ahora se prueba el recí- 
proco de este, obteniéndose por ello un criterio para la ciclicidad de un grupo 
finito. 


TEOREMA 6.2.2. Sea G un grupo finito de orden n con la propiedad 
de que para todo dq que divida a n existen a lo sumo 4 d soluciones de 
x! = eenG. Entonces G es un grupo cíclico. 


DEMOSTRACIÓN. Sea y (d) el número de elementos de G de orden d. Por hi- 
pótesis, si a E G es de orden d, entonces todas las soluciones de x = e son 
las potencias distintas e, a, a?, ..., a+; de las cuales (d) son de orden d. 
De manera que si hay un elemento de orden d en G, entonces y(d) = (d). 
Por otra parte, si no hay ningún elemento en G de orden d, entonces y(d) = 
0. Así que para todo d|n se tiene que y(d} < (d). Sin embargo, puesto que 
todo elemento de G tiene cierto orden d que divide a n se tiene que EY (d) = 
n, donde esta suma recorre todos los divisores d de n. Pero 
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ya que cada y(d) < (d). Esto da por resultado que Eyd) = = Eg(d), lo cual, 
junto con y(d) < (d), obliga a que y(d) = (d) para todo d que divida a 
6 Así que, en particular, Y(n) = (n) = 1. ¿Qué indica esto? Después de todo, 


y(n) es el número de elementos en G de orden n, y puesto que y(n) >_1. debe 


haber un elemento a en G de orden n. Por lo tanto, los elementos e, a, a?, ..., 
a”—! son todos distintos y son n en cantidad, de modo que deben dar lugar a 
todo G. Por consiguiente, G es cíclico con a como generador y se demuestra 
el teorema. 


¿Existe alguna situación donde se pueda estar seguro que la ecuación x“ = 
e tiene a lo sumo d soluciones en un grupo dado? Por supuesto. Si K* es el 
grupo de elementos distintos de cero de un campo respecto a la multiplicación, 
entonces el polinomio x” — 1 tiene a lo sumo n raíces en K* por el Teorema 
5.6.2. Por lo tanto, si G C K* es un subgrupo multiplicativo finito de K*, en- 
tonces el número de soluciones de x = 1 en G es a lo sumo d para cualquier 
entero positivo d, y en particular para todo d que divida al orden de G. Por 
el Teorema 6.2.2 G debe ser un grupo cíclico. 

Se ha probado el 


TEOREMA 6.2.3. Si K es un campo y K* es el grupo de elementos 
distintos de cero de Ki respecto a la multiplicación, entonces cualquier 
subgrupo finito. de K* * es cíclico. 


Este es un caso muy especial del Teorema 6.2.3, pero por el momento el 
más importante es el 


TEOREMA 6.2.4. Si K es un campo finito, entonces K * es un grupo 
cíclico. , 


DEMOSTRACIÓN. K* es un subgrupo finito de sí mismo, por consiguiente, por 
el Teorema 6.2.3, K* es cíclico. L] 


Un caso particular del Teorema 6.2.4 es de gran importancia en teoría de 
los números, donde se conoce como la existencia de raíces primitivas mód p 


para p primo. 


TEOREMA 6.2.5. Si p es primo, entonces Z# es un grupo cíclico, 


PROBLEMAS 6.2 7 


1. Si a E G tiene orden d, pruébese que a” también tiene orden d si y sólo si 
r y d son primos entre sí. 
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2. Encuéntrese un generador cíclico (raíz primitiva) para Z?:. 
3. Resolver el Problema 2 para Z%. 


4. Constrúyase un campo K que conste de nueve elementos y encuéntrese un 
generador cíclico para el grupo K*. 


5. Si p es primo y m = p?, entonces Z,, no es un campo pero los elementos 
[[a]|(a, p) = 1) forman un grupo respecto a la multiplicación de Z,,. 
Pruébese que este grupo es cíclico de orden p(p — 1). 


6. Determinense todos los subgrupos finitos de f£ *, donde € es el campo de 
los números complejos. 


En los problemas restantes y es la función e de Euler. 


7. Si p es primo, demostrar que y(p") = p""(p — 1). 


8. Si m y n son enteros positivos primos entre sí, pruébese que 


(mn) = p(m)jp(n). 


9. Aplicando los resultados de los Problemas 7 y 8, encuéntrese (n) en tér- 
minos de la factorización de n en potencias de primos. 


10. Pruébese que lím y(n) = œ. 
n—oo 


6.3 CAMPOS FINITOS ll: EXISTENCIA 


Sea K un campo finito; entonces K debe ser de característica p, p primo, y K 
contiene a 0, 1,2, ..., p — 1, los p múltiplos del elemento unidad 1 de K. De 
modo que K > Z,, o bien, de manera más precisa, K contiene un campo iso- 
morfo a Z,. Puesto que K es un campo vectorial sobre Z, y evidentemente es 
de dimensión finita sobre Z,, si [K : Z,] = n, entonces K tiene p” elementos. 
Esto es cierto porque, si vi, V2, ..., v, es una base de K sobre Z,, entonces, 
para toda elección distinta de («,, %, ..., ,), donde los «œ; están en Z,, los 
elementos 


QjU] + Qua + te + QyUn 


son diferentes. Por consiguiente, dado que se puede escoger (01, %,, ..., Qn) 
en p” formas, K tiene p” elementos. 

Puesto que K*, el grupo multiplicativo de elementos distintos de cero de 
K, es un grupo de orden p” — 1 se tiene que a”! = 1, donde m = p”, para 
todo a en K, por consiguiente a” = a. Dado que esto obviamente también es 
cierto para a = O, se tiene que a” = a para todo a en K. Por lo tanto, el poli- 
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nomio x” — x en Z[x] tiene m = p” raíces distintas en K, a saber todos los 
elementos de K. Por consiguiente x” — x se factoriza en K[x] como 


x” =x = (xa lx -— a) >’ (Xx am), 
donde a4, 4», ..., 4, son los elementos de K. 
Todo lo que se acaba de decir ya se dijo, más o menos de la misma manera, 
en la Sección 5.6 del Capítulo 5. Puesto que se requería tener frescos estos 


resultados en la mente del lector, se presentó de nuevo lo expuesto. 
Lo que se acaba de hacer se resume en el 


TEOREMA 6.3.4. Sea K un campo finito de característica p, p primo. 
Entonces K contiene m = p" elementos donde n = [K : Z pl: Y. el poli- 
nomio x”- xen Z plx] se descompone en factores lineales en K [x] 
como 

x"— x= (1 NE= 43) e (%— aa) 


donde a,, 4), ..., Am son los elementos de K. 


Se presentan por sí mismas dos preguntas naturales: 


pà 


. ¿Para cuáles primos p y enteros n existe un campo que conste de p” ele- 
mentos? 
2. ¿Cuántos campos no isomorfos que consten de p” elementos hay? 


Contestaremos ambas preguntas en esta sección y en la siguiente. Las res- 
puestas serán 


1. Para cualquier primo p y cualquier entero positivo n existe un campo finito 
que consta de p” elementos. 
2. Dos campos finitos que tengan igual número de elementos son isomorfos. 


A estos dos resultados nos dirigimos ahora. En primer lugar, se plantea la 
pregunta de la existencia de campos finitos. Se empieza con una observación 
general acerca de polinomios irreducibles. 


LEMA 6.3.4. Sea F cualquier campo y supóngase que p(x) es un poli- 
nomio irreducible en F [x]. Supóngase que q(x) en F [x] € es tal que en 
alguna extensión de campo de F, p(x) y q(x) tienen una raíz común. 
Entonces p(x) divide a q(x) en F [x]. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que p(x) no divide a q(x), dado que p(x) es irre- 
ducible en F [x], p(x) y q(x) deben ser por lo tanto primos entre sí en F [x]. 


Por consiguiente, existen polinomios u(x) y v(x) en F[x] de tal manera que 


u(x)p(x) + v(x)ą(x) = 
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Supóngase que el elemento a de alguna extensión K de F es una raíz de ambos 
P(x) y q(x); de manera que p(a) = q(a) = 0. Pero entonces 1 = u(a)p(a) + 
v(a)g(a) = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto se obtiene que p(x) 
divide a q(x) en F[x]. L 


Obsérvese que en realidad se ha demostrado un poco más, a saber 


COROLARIO. Si f(x) y £(x) en F[x] no son primos entre sí en K[x], 


donde K es una extensión de F, entonces no son recíprocamente primos 
en F[x]. 


Sea F un campo de característica p + 0. Afirmamos que el polinomio f(x) = 
x” — x, donde m = p”, no puede tener una raíz múltiple en ninguna extensión 
de campo K de F. ¿Recuerda el lector lo que es una raíz múltiple de un polino- 
mio? A continuación lo repasamos. Si g(x) está en F [x] y si K es una extensión 
de campo de F, entonces a en K es una raíz múltiple de g(x) si g(x) = 
(x— aYq(x) para algún q(x) en K[x]. 

Regresamos al polinomio f(x) = x" — x. Dado que f(x) = x(x”! — 1) 
y 0 no es una raíz de x”-! — 1, resulta evidente que O es una raíz simple (es 
decir, no múltiple) de f(x). Supóngase que «æ € K, K > F, es una raíz de f(x); 
de esta manera a” = q. Si y = x— a, entonces 


FO) 


y" =y=(x-0)”-(x-0)=x”-—0Q”-(x-a) 


(puesto que la característica p + 0 y m = p”) 


1) 


x" — x (dado que a” = æ) 
f(x). 


Por consiguiente, 
FX) = fO) = y" -y = (x- 0)” - (x-a) 
= (x -— a)((x — a)” — 1), 


ll 


y claramente éste es divisible entre x — œ solamente a la primera potencia, 
ya que x — a no divide a ((x — a,)”—! — 1). Así que o no es una raíz múltiple 
de f(x). 


Se ha demostrado el 


TEOREMA 6.3.3. Sin > 0, entonces f(x) = x” — x, donde m = p”, 


no tiene raíces múltiples en ningún campo de característica p. 


Debemos añadir unas palabras a la demostración anterior para afianzar el 
enunciado del Teorema 6.3.3 tal como se dio. Cualquier campo de característica 
p + 0 es una extensión de Z, y el polinomio f(x) está en Z,[x]. De esta manera 
el razonamiento anterior, siendo K cualquier campo de característica p y F = 
Zp demuestra el teorema en su forma dada. 
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Se tiene exactamente lo que se requiere para probar el importante 


TEOREMA 6.3.4. Para cualquier primo p y cualquier entero positivo 


n, existe un campo finito que consta de p” elementos. 


DEMOSTRACIÓN. Considérese el polinomio x” — x en Z,[x], donde m = p”. 
Por el Teorema 5.6.6 existe una extensión finita K de Z, tal que en K [x] el po- 
linomio x” — x se factoriza como 


x” =x = (xa Mx — a) `t: (X— am), 


donde a,, a», ..., 4, están en K. Por el Teorema 6.3.3, x” — x no tiene raíces 
múltiples en K, por consiguiente los elementos a, 4», ..., 4, son m = p” ele- 
mentos distintos. También se sabe que a,, a», ..., a,, son todas las raíces x” — 
xen K, ya que x” — x es de grado m. 

Sea A = [a € Kla"” = a); como se acaba de ver, A tiene m elementos dis- 
tintos. Afirmamos que A es un campo. Si a, b € A, entonces a” = ayb” = 
b, por consiguiente (ab)” = a”b"” = ab, así que ab E A. Dado que la carac- 
terística p 40 y m = p", (a + b)” = a” + b” = a + b, por lo tanto a + 
b está en A. 

Puesto que A es un subconjunto finito de un campo y es cerrado con res- 
pecto a la suma y al producto, A debe ser un subcampo de K. Dado que A tiene 
m = p” elementos, A resulta ser el campo cuya existencia se afirmó en el enun- 
ciado del teorema. Con esto queda probado el teorema. 


PROBLEMAS 6.3 
1. Dense los detalles de la demostración del corolario al Lema 6.3.2. 


Los dos siguientes problemas son repeticiones de unos que se presentaron 
anteriormente en el libro. 


2. Si f(x) = ax" + ax"! + > + a, está en F[x], sea f'(x) la derivada 
formal de f(x) definida por la siguiente ecuación: f'(x) = nayx""! + 
(n— Dax"? + ++ (n-=iax i + + + aa 


Pruébese que: 
(a) (4600 + 00) = fx) + g'(x. 
(b) (£0J)2(00)Y = f (x)(x) + f(x)g'(x) para todo f(x) y g(x) en F[x]. 


3. Pruébese que f(x) en F[x] tiene una raíz múltiple en alguna extensión de 
F si y sólo si f(x) y f'(x) no son relativamente primos. 


4. Si f(x) = x" — x está en F[x], pruébese que f(x) no tiene una raíz múlti- 
ple en ninguna extensión de Fsi Fes de característica 0 o bien de caracterís- 
tica p + 0, donde p no divide a n — 1. 
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5. Úsese el resultado del Problema 4 para dar otra demostración del Teorema 
6.3.3. 


6. Si Fes un campo de característica p + 0, constrúyase un polinomio con raí- 
ces múltiples de la forma x” — x, donde p|(n — 1). 


7. Si K es un campo que consta de p” elementos, demuéstrese que para todo 
m que divida a n existe un subcampo de K que consta de p” elementos. 





6.4 CAMPOS FINITOS IIl: UNICIDAD 


Ahora que ya sabemos que existen campos finitos que constan de p” elemen- 
tos, para cualquier primo p y cualquier entero positivo n, se podría preguntar: 
¿cuántos campos finitos hay con p” elementos? Para que esto tenga sentido, 
lo que en realidad se pregunta es: ¿cuántos campos no isomorfos distintos hay 
con p” elementos? La respuesta es breve y agradable: uno. Se demostrará aquí 
que cualquier par de campos finitos que consten del mismo número de elemen- 
tos son isomorfos. 

Sean K y L dos campos finitos que constan de p” elementos. Por consi- 
guiente, K y L son ambos espacios vectoriales de dimensión n sobre Z,. Como 
tales, K y L son espacios vectoriales isomorfos. Por otra parte, K* y L* son 
ambos grupos cíclicos de orden p” — 1 por el Teorema 6.2.4; por lo tanto K* 
y L* son isomorfos como grupos multiplicativos. Es especial imaginar que se 
podrían juntar estos dos isomorfismos para probar que K y L son isomorfos 
como campos. Pero no es así. La demostración no sigue tal dirección en abso- 
luto. Pero la finitud de K y L junto con estos dos isomorfismos (de dos estruc- 
turas que llevan consigo K y L) sí sugieren que, tal vez, K y L son isomorfos 
como campos. Efectivamente éste es el caso, como se demuestra en seguida. 

Empezamos con el 





LEMA 6.4.4. Si q(x) en Z,[x] es irreducible de grado n, entonces 


awx” — x), donde m = p”. 

DEMOSTRACIÖN. Por el Teorema 4.5.11 el ideal (q(x)) de Z plx] generado por 
q(x) es un ideal máximo de Z,[x], ya que q(x) es irreducible en Z,[x]. Sea A 
= Zo[x1/(g(x)); por el Teorema 4.4.3; A es un campo de grado n sobre Z,; 
por consiguiente, consta de p” elementos. De modo que, u” = u para todo ele- 
mento u de A. 

Sea a = x + (q(x)) la clase lateral de x en A = Z,[x]/(q(x)); de esta 
manera g(a) = 0 y q(x) es el polinomio mínimo de a sobre Z,. Puesto que 
a está en A, a” = a, así que a es una raíz del polinomio x” — x, donde m = 
p”. Por consiguiente x” — x y q(x) tienen una raíz común en 4. Por el Lema 
6.3.2 se tiene que q(x)|(x"” — x). 
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Ahora estamos en posibilidad de probar el resultado principal de esta sección. 


TEOREMA 6.4.2. Si K y L son campos finitos que constan del mismo 
número de elementos, “entonces K y L son campos isomorfos. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que K y L constan de p” elementos. Por el Teo- 
rema 6.2.4, L* es un grupo cíclico generado, digamos, por el elemento b de 
L. Entonces, desde luego, Z,(b) —el campo que se obtiene agregando b a Z,— 
es todo L. Puesto que [L : Z,] = n, por el Teorema 5.3.2 b es algebraico so- 
bre Z, de grado n, con n = grd(q(x)), donde q(x) es el polinomio mínimo 
de b èn Z,[x], y es mea] en Zp[x]. 

La aplicación y: Zy[x] > L = Z Ab) definida por y(f(x)) = f(b) es un 
homomorfismo de Z six] e L con núcleo (q(x)), el ideal de Z plx] genera- 
do por q(x). Por consiguiente, L = Z,[x1/(g(x)). 

Como q(x) es irreducible en Z,[x] de grado n, por el Lema 6.4.1 q(x) 
debe dividir a x” — x, donde m = p”. Sin embargo, por el Lema 6.3.1, el 
polinomio x” — x se factoriza en K[x] como 


x"-=x=(x-— a (x-— a)’ (x-— am), 


donde aj, a,, ..., Am son todos los elementos de K. Así que q(x) divide a 
(x — ay Mx — az) ::* (X— am). Por el corolario al Teorema 4.5.10, q(x) no 
puede ser primo con respecto a todos los x — a, en K [x], por consiguiente pa- 
ra algún j, q(x) y x — a, tienen un factor común de grado al menos 1. En for- 
ma breve, x— a; debe dividir a q(x) en K[x], de manera que q(x) = 
(x — aj)h(x) para algún A(x) en K[x]. Por lo tanto, q(a;) = 
Puesto que q(x) es irreducible en Z,[x] y a; es una raíz de q(x), q(x) debe 
ser el polinomio mínimo de a, en Z,[x]. Por consiguiente Z,(a;) = 
Zplx1/(q(x)) = L. Esto indica, entre otras cosas, que se tiene [Z,(a;) : Zp] = 
n, y dado que Z,(a;) C K y [K : Z,] = n se concluye que Z,(a;) = K. Por 
lo tanto, K = Z,(a;) = L. De esta manera se obtiene que K y L son campos 
isomorfos. Esto demuestra el teorema. 


Combinando los Teoremas 6.3.4 y 6.4.2, se tiene el 
TEOREMA 6.4.3. Para todo primo p y cualquier entero positivo n exis- 


te, salvo isomorfismos, uno y sólo un campo que consta de p” ele- 
mentos. 


6.5 POLINOMIOS CICLOTÓMICOS 


Sea C el campo de los números complejos. Como consecuencia del teorema de 
De Moivre el número complejo 0, = cos2x/n + ¡sen27/n satisface 0} = 1 
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yr F1si0 <m < n. Se llama a 9, una raíz n-ésima primitiva de la unidad. 
Las otras son 


cos 21 k ¡sen2r 
0, = LE, 
n k 


donde (k,n)= l1yl<k< mn. 

Evidentemente, 0, satisface el polinomio x” — 1 en Q [x], donde Q es el 
campo de los números racionales. Se requiere encontrar el polinomio (mónico) 
mínimo de 0, sobre Q. 

Para tal fin, definimos una sucesión de polinomios inductivamente. A pri- 
mera vista podrían no parecer relevantes para obtener el polinomio mínimo de 
9, sobre O. Resultará que tales polinomios están muy relacionados con dicho 
aspecto, ya que, como se probará posteriormente, el polinomio $,(x) que se 
va a introducir es un polinomio mónico con coeficientes enteros, es irreducible 
sobre O y además, 4,(0,) = 0. Esto indicará que $,(x) es el polinomio míni- 
mo mónico deseado para 0, sobre O. 

Pasamos ahora a la definición de estos polinomios. 


DEFINICIÓN. Los polinomios ¿,(x) se definen inductivamente me- 
diante: 
(a) 010) = x- 1. 
(b) Sin > 1, entonces $,(x) = (x” — 1)/11ó x), donde en el producto 
que aparece en el denominador, d recorre todos los divisores de n 
excepto el mismo n. 
Estos polinomios se denominan polinomios ciclotómicos y $,(x) se 
llama n-ésimo polinomio ciclotónico. 


Por lo pronto no es obvio que los $,(x) así definidos sean polinomios pa- 
res, ni tampoco se tiene una idea de la naturaleza de sus coeficientes. Todo esto 
vendrá a su debido tiempo. Primero conviene considerar algunos ejemplos ini- 
ciales. 


EJEMPLOS 
1. 9,00 = (A? - D/0100 = (A? 1)(x-1)=x+ 1l. 
2. (x) = (xX? — 1x) = (A DAX D=x+x+1. 


3. eax) = (e — D/(61/000,00) = (xt - 1)/((x - 1Xx + 1)) = 
œt- 1)(x?-1)= x? + 1. 


4. és) = (x$ — 1) (x) = (x$ Da 1) = xt + x +x +x++l. 
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(x-1) 


5. snee a 
ii (916092009300) 


(x? — 1) 
[(x- DR + DG? +z + D} 


(x? + 1) - 
(x + 1) 


xox+l. 


Algunas observaciones respecto a estos polinomios: 


1. Todos son mónicos con coeficientes enteros. 

2. El grado de $,(x) es p(n), donde gy es la función y de Euler, para 1 < n < 
6. (Compruébese.) 

3. Para 1 < n < 6, cada Q,(x) es irreducible en Q(x). (Verifíquese.) 

4. Para 1 < n < 6, 0, es una raiz de 6,(x). (Verifíquese.) 


Estos casos proporcionan una sugerencia respecto a la situación general pa- 
ra todos los $ ,(x). Pero sólo una sugerencia. Establecer las propiedades desea- 
das de los p,(x) se llevará algo de trabajo. 

Para adquirir una mejor idea de estos polinomios, consideramos el caso par- 
ticular en el que n = p”, donde p es primo. Para evitar subíndices incómodos, 
se denotará $ ,(x) por yx), donde n = p”. El primo p se mantendrán fijo 
durante la discusión. Se obtendrán fórmulas explícitas para los y"(x) y se de- 
terminarán sus propiedades básicas. Sin embargo, el método empleado no será 
aplicable al caso general de $,(x). Para analizar la situación general se requie- 
re un conjunto de técnicas más amplias y profundas que las que se necesitan 
para y" (x). 

Observamos un ejemplo sencillo. Si p es un primo, el único divisor de p que 
no es igual al mismo p es 1. De la definición de ¿,(x) = yV(x) se tiene 
que 

œ -— 1) 


y(x) = (x) seage A +e +x+hl. 


Nótese que al estudiar el criterio de Eisenstein se demostró que este polinomio 
es irreducible en Q(x). 
¿Qué se puede decir de los y(”"(x) mayores? 


LEMA 6.5.4. Para todo m > 1, - 


p” — m— m= m— 
y(x) = AE = 1 P 4 P e o 4 De, 
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DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en m. 
Si m = 1, se demostró anteriormente que yV(x) -= (x? — D/(x— 1) = 
l+x+x2+ e + x, por consiguiente el lema es cierto en este caso. 
Supóngase que y” = (x” — 1)/(x?" — 1) para todo r < m. Considérese 
y(x). Puesto que los únicos divisores propios de p” son 1, p, p?, ..., 
p"””!, de la definición de y”(x) se tiene que 
yx) = el 


(x= DIO + YA 
Por inducción, y(x) = (x”" — 1)/(x?" — 1) para r < m, por consiguiente 


(x - DY) ori Yya—DMx) 


y A E Sd Y SL 
x- 1 xP aa 1 yan m 1 
Pero entonces 
m) _ (xp” SA 1) 
y (x) xP" =s 1 


con lo cual se completa la inducción y se prueba el lema. O 
Nótese aquí que 


yma = -l ag p ae p o p D 
xP" Ke 1 


es un polinomio mónico con coeficientes enteros. Su grado es evidentemente 
p"-Wp — 1), el cual es efectivamente p(p”). Finalmente, si 0 es una raíz pri- 
mitiva p”-ésima de la unidad, entonces 6”” = 1, pero 6?”” + 1, por lo tanto 
y M(9) = 0; así que 0 es una raíz de yx). Lo último que deseamos saber es 
si yx) es irreducible sobre Q. 

Obsérvese que 


y(x) = 1 + xP p o 4 ate Dor” = y(x") 


y se sabe que y(x) es irreducible en Q [x]. Se aplicará el criterio de Eisens- 
tejn para probar que y(x) es irreducible en O [x]. 

Hacemos una digresión por un momento. Si f(x) y g(x) son dos polino- 
mios con coeficientes enteros, se define f(x) = g(x) mód p si f(x) = g(x) + 
pr(x), donde r(x) es un polinomio con coeficientes enteros. Esto equivale a de- 
cir que los coeficientes correspondientes de f(x) y g(x) son congruentes mód p. 
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Desarrollando (f(x) + g(x))” por el teorema del binomio y haciendo uso de 
que todos los coeficientes binomiales son divisibles por p, dado que p es primo, 


se llega a que (f(x) + g(x))” = f(x)? + g(x)? módp. 
Dado f(x) = aọx" + ax"! + --- + a,, donde los a; son enteros, enton- 
ces, por lo anterior, 


fix)? = (ax + ax + +a,) = apx"? + apx"? ++ +a? 
= aX"? + ax" + --. +a, mód p, 


siendo esta última congruencia una consecuencia del teorema de Fermat (el co- 
rolario del Teorema 2.4.8). Puesto que f(x”) = aox™ + af? + --- +45, 
se obtiene que i 


f(x”) = f(x)” módp. 
Iterando lo que se acaba de hacer se llega a 
f(x”) = f(x)” módp 


para todo k no negativo. 
Regresamos a yx). Dado que y"(x) = yW(x?"”) se tiene, de la dis- 
cusión anterior, que y" (x) = yW(x?”""") mód p. Por lo tanto, 


mot 








PA O A 
(x+1)-1 x 
-1 -1 pro! 
= [rte part 1 ps a i 





x"" -D mód p = y" (x + 1) mód p. 
Esto indica que 
p(x + 1) = x?” P-D 4 pr(x), 


donde r(x) es un polinomio con coeficientes enteros. De esta manera todos los 
coeficientes de y'"(x + 1), con excepción del primer coeficiente 1, son divisi- 
bles por p. Si por alguna razón se supiera que el término constante de h(x) = 
Y “Nx + 1) no es divisible por p?, se podría aplicar el criterio de Eisenstein pa- 
ra demostrar que h(x) es irreducible. Pero ¿cuál es el término constante de 
h(x) = y(x + 1)? Este es simplemente A(0) = y“(1), el cual por la for- 
ma explícita de y“"(x + 1) que se obtuvo cuatro párrafos antes es exactamente 
p. De esta manera h(x) es irreducible en Q [x] es decir y"(x + 1) es irreduci- 
ble en O [x]. Pero esto implica de inmediato que y”(x) es irreducible en Q [x]. 


2H313 
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Resumiendo, hemos demostrado el 


TEOREMA 6.5.2. Paran = p”, donde p es cualquier primo y m cual- 


quier e entero no negativo, , el polinomio $ n(x) es irreducible en Q [x]. 


Como se señaló antes, este es un caso muy especial del teorema que se de- 
mostrará pronto; a saber, que $ ,(x) es irreducible para todos los enteros posi- 
tivos n. Por otra parte, el resultado y la demostración del Teorema 6.5.2 no 
desempeñan ningún papel en la demostración de la proposición general que 
n(x) es irreducible en Q [x]. Pero gracias al resultado del Teorema 6.5.2 y a 
la forma explícita de $, (x) cuando n = p”, se obtiene una idea muy buena de 
lo que debe ser cierto en general. Procedemos ahora a la discusión de la irredu- 
cibilidad de $, (x) para n general. 


TEOREMA 6.5.3. Para todo entero n > 1, 
BA) = (x= 00) + (x — 0), 


donde 9,9%, ..., 0 son las p(n) raices n-ésimas primitivas dis- 


tintas de la unidad. 


DEMOSTRACIÓN. Se procede por inducción en n. 

Sin = 1, entonces $ (x) = x— 1 y puesto que 1 es la única raíz primera 
de la unidad, el resultado es ciertamente correcto en este caso. 

Supóngase que el resultado es cierto para todo m < n. Por consiguiente, 
si d|n y d + n, entonces, por la hipótesis de inducción, ¢4(x) = (x— 0) --- 
(x— 050%), donde los 0Ŷ son las raíces d-ésimas primitivas de la unidad. 
Ahora bien 


x= 1 = (x> țXx— t) E tn), 


donde los ¢; recorren todas las raíces enésimas de la unidad. Separando las raí- 
ces n-ésimas primitivas de la unidad en este producto, se obtiene 


x—i1i=(x- gu) -e (xa OEY), 


donde v(x) es el producto de todos los demás x — f,; así que por la hipótesis 
de inducción v(x) es el producto de los y(x) sobre todos los divisores d de n 
con excepción de d = n. Por consiguiente, dado que 


(xr - 1) w (x — 90) a (x- 0r )u(x) 


v(x) . v(x) 


0 n(x) 


(x a OVA x = 02) Espi (x E gram), 


se ha demostrado el resultado afirmado en el teorema. L] 
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A partir de la forma de $,(x) dada en el Teorema 6.5.3 se ve inmediata- 
mente que $, (x) es un polinomio mónico en C€ [x] de grado (n). Sabiendo 
esto, se prueba que, en efecto, los coeficientes de $,(x) son enteros. ¿Por qué 
es cierto lo anterior? Procediendo por inducción en n, se puede suponer 
que este es el caso si d|n y d + n. Por lo tanto, si v(x) denota el polinomio usa- 
do en la demostración del Teorema 6.5.3, entonces (x"” — 1)Y/v(x) = 9,(x) € 
C [x], por consiguiente v(x)|x"” — 1 en C[x]. Pero, mediante el procedimien- 
to de división larga, la división de x” — 1 entre el polinomio mónico v(x) con 
coeficientes enteros conduce a un polinomio mónico con coeficientes enteros 
(y residuo cero, ya que v(x)|(x" — 1) en C[x]). Así que (x” — 1)/v(x) = 
n(x) es un polinomio mónico con coeficientes enteros. Como se vio, su gra- 
do es (n). De esta manera se tiene 


TEOREMA 6.5.4. Para todo entero positivo n el polinomio $,(x) es 
un polinomio mónico con coeficientes enteros de grado eln), donde e 
es función p de Euler. 





Sabiendo que $, (x) es un polinomio, se puede ver también que su grado 
es p(n) de otra manera. A partir de $, (x) = (x” — 1)/v(x), usando inducción 
en n, grd(p,(x)) = n — grd(v(x)) = n — Ep(d), la suma se realiza sobre to-. 
dos los divisores d de n aparte de d = n, en virtud de la forma de v(x). Re- 
curriendo al resultado del Teorema 6.2.1, n — Xg(d) = (n), donde nueva- 
mente la suma es sobre todo d|n, siendo d + n. De esta manera se obtiene que 
erd(9,(x)) = e(n). 

El resultado que se va a demostrar es sin lugar a dudas uno de los más bási- 
cos respecto de polinomios ciclotónicos. 


TEOREMA 6.5.5. Para todo entero positivo n el polinomio $,(x) es 
irreducible en Q [x]. 


DEMOSTRACIÓN. Sea f(x) en Q[x] un polinomio irreducible tal que 
fD \pa(x). Así que d,(x) = f(x)g(x) para algún g(x) en Q [x]. Por el lema 
de Gauss se puede suponer que ambos f(x) y g(x) son polinomios mónicos con 
coeficientes enteros, por consiguiente están en Z [x]. El objetivo es demostrar 
que 6, (x) = f(x); si este fuera el caso, entonces, puesto que f(x) es irreduci- 
ble en O [x], se tendría que $, (x) es irreducible en Q [x]. 

Dado que $, (x) no tiene raíces múltiples, f(x) y g(x) deben ser recíproca- 
mente primos. Sea p un número primo tal que no divide a n. Si 0 es una raíz 
de f(x), entonces es una raíz de ¿,(x), por consiguiente por el Teorema 6.5.3 
0 es una raíz n-ésima primitiva de la unidad. Dado que p es primo con respecto 
a n, 0” es también una raíz n-ésima primitiva de la unidad, así que, por el Teo- 
rema 6.5.3, 0” es una raíz de ¿,(x). Por lo tanto se tiene que 0 = 9,(0?) = 
F(0%2(0?), de lo cual se deduce que £(0%) = 0 o bien £(0?) = O. 

Nuestro objetivo es demostrar que £(0”) = 0. Supóngase que no; enton- 
ces g(9”) = 0, por consiguiente 0 es una raiz de g(x”). Dado que 0 es también 
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una raíz del polinomio irreducible f(x), por el Lema 6.3.2 se obtiene que 
F()le(x”). Como se vio en el transcurso de la demostración del Teorema 
6.5.2, g(x?) = g(x)? mod p. 

Sea J el ideal de Z generado por p; por el corolario del Teorema 4.6.2, 
Z[x1/J[x] = Z,[x], lo cual significa que la reducción de los coeficientes de 
cualquier polinomio mód p es un homomorfismo de Z[x] sobre Z,[x]. 

Puesto que todos los polinomios 9, (x), v(x), f(x) y g(x) están en Z [x], 
si $ (x), U(x), f(x) y E(x) son sus imágenes en Z plx], todas las relaciones en- 
tre ellos se preservan procediendo en mód p. De esta manera se tienen las rela- 
ciones x” — 1 = $x)JU), Hal x) = SODE) y SOEX) = 8x). 

Por lo tanto, f(x) y g(x) tienen una raíz común, a, en alguna extensión K 
de Z,. Ahora x"-—1 = PA) = FODE(x), por consiguiente a, como raíz 
de ambos f(x) y £(x) es una raíz múltiple de x” — 1. Pero la derivada formal 
(x" — 1) de x” — 1 es nx”! + 0, ya que p no divide a n; por lo tanto, (x" — 1) 
es primo con respecto a x” — 1, Por el resultado del Problema 3 de la Sección 
6.3 el polinomio x” — 1 no puede tener una raíz múltiple. Debido a esta con- 
tradicción, que se obtuvo a partir de la suposición de que 0” no era una raíz 
de f(x), se concluye que siempre que 0 sea una raíz de f(x), también 0” debe 
serlo, para cualquier primo p que no divida a n. 

Repitiendo este razonamiento, se llega a que 0” es una raíz de f(x) para to- 
do entero r que sea primo con respecto a n. Pero por ser 0 una raíz de f(x), 
es una raíz de 6,(x), así que es una raíz n-ésima primitiva de la unidad. De es- 
ta manera 0” es también una raíz n-ésima primitiva de la unidad para todo r 
primo con respecto a n. Recorriendo todos los r que sean relativamente primos 
con n, se obtiene cada una de las raíces n-ésimas primitivas de la unidad como 
una de tales 0”. De esta manera todas las raíces n-ésimas primitivas de la uni- 
dad son raices de f(x). Por el Teorema 6.5.3 se ve que $, (x) = f(x), por con- 
siguiente $, (x) es irreducible en Q [x]. 


Puede parecerle al lector como artificial y poco natural el haber recurrido 
al paso mód p para llevar a cabo la demostración de la irreducibilidad de un 
polinomio con coeficientes racionales. En realidad, puede ser muy bien así. Hasta 
donde sabemos, nunca se ha dado una demostración de la irreducibilidad de 
n(x) permaneciendo completamente en Q [x] y sin pasar a mód p. Sería esté- 
ticamente satisfactorio contar con una de tales demostraciones. Por otra parte, 
éste no es el único caso donde se demuestra un resultado pasando a un sistema 
subsidiario relacionado. Muchos teoremas de la teoría de los números —respecto 
a los enteros ordinarios— tienen demostraciones que utilizan a los enteros mód p. 

Dado que $, (x) es un polinomio mónico con coeficientes enteros que es 
irreducible en Q [x] y puesto que 0,, la raíz n-ésima primitiva de la unidad, 
es una raíz de Q,(x), se tiene f 


TEOREMA 6.5.6. 6,(x) es el polinomio mínimo en Q [x] de las raí- 
ces n-ésimas primitivas de la unidad. 
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PROBLEMAS 6.5 


1. Verifíquese que los seis primeros polinomios ciclotómicos son irreducibles 
en Q|[x] en forma directa. 


2. Expresar las formas explícitas de: 
(a) 9 10(x). 
(b) $ s(x). 
(e) a(x). 


3. Si (x” — 1)|(x” — 1), pruébese que m|n. 
4. Si a > 1 es un entero y (a” — 1)|(a” — 1), pruébese que m|n. 


5. Si K es una extensión finita de Q, el campo de los números racionales, prué- 
bese que existe solamente un número finito de raíces de la unidad en K. (Su- 
gerencia: Aplíquese el resultado del Problema 10 de la Sección 6.2, junto 
con el Teorema 6.5.6.) 





6.6 CRITERIO DE LIOUVILLE 


Recuérdese que un número complejo es algebraico de grado n si es raíz de un 
polinomio de grado n sobre Q, el campo de los números racionales, y no es raíz 
de ninguno de tales polinomios de grado menor que n. En los términos emplea- 
dos en el Capítulo 5, un número algebraico es un número complejo algebraico 
sobre Q. 





números conocidos, tales como e, r, e” y muchos otros, se sabe que son tras- 
cendentes. De otros, igualmente conocidos, como e + r, er y t°, se presume 
que son trascendentes pero, hasta la fecha, este aspecto de su naturaleza está 
aún indeterminado. 

El matemático francés Joseph Liouville (1809-1882) proporcionó un crite- 
rio que todo número algebraico de grado n debe satisfacer. Este criterio esta- 
blece una condición que limita la magnitud a la cual se puede aproximar un 
número algebraico real mediante números racionales. El criterio es de tal natu- 
raleza que se pueden construir fácilmente números reales que no lo cumplen 
para todo n > 1. Cualquiera de dichos números tendrá que ser entonces tras- 
cendente. De esta manera se podrán producir números trascendentes a volun- 
tad. Sin embargo, ninguno de los números conocidos es de tal modo que se pueda 
probar su trascendencia aplicando el criterio de Liouville. 

En esta sección del libro se presenta dicho resultado de Liouville, el cual 
es, de manera sorprendente, simple y elemental de probar. Lo anterior no le 
resta nada al resultado; en nuestra opinión, lo realza enormemente. 
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gradon > 2 (es A a es algebraico pero no no racional). Entonces existe 
una constante positiva c (la cual depende solamente de a) tal que para 
todos los enteros u, v con v > 0, |a — - u/v] > c/u”, 


DEMOSTRACIÓN. Sea a una raiz del polinomio f(x) de grado n en Q (x), don- 
de Q es el campo de los números racionales. Eliminando los denominadores en 
los coeficientes de f(x), se puede suponer que f(x) = rox” + rx"! + +++ + 
F,, donde todos los r; son enteros y rọ > 0. 

Puesto que el polinomio f(x) es irreducible de grado n tiene n raíces distin- 
tas a = a,, 4», ..., a, en €, el campo de los números complejos. Por lo tan- 
to, f(x) se factoriza sobre C como f(x) = ro(x — aXx — a)’: (x— an). 
Sean u, v enteros con v > 0; entonces 


Uy nu” pum? F,_¡4 
fl- == tte +r. 
v v v v 











Por consiguiente, 
“ 1 1 
v”f a Mu” + ru" o + +++ +r,_ uo"? + ro" 


es un entero. Por otra parte, dado que f(x) es irreducible en Q [x] de grado 
n > 2, f(x) no tiene raíces racionales, así que v”f(u/v) es un entero distinto 
de cero, de lo cual |v"f(u/v)| > 1. Usando la forma factorizada de f(x), se 


tiene que (al e a) a 


(5) - N \If(u/v)| 
v rolu/v) — a| ==> |u/v) — a, 


por lo tanto 





E v"1f(u/0) 
190"1u/o) = az) ==> 1/0) = a, 
1 
Č rgolu/o) — al === lu/o) — a, 


Sea s el mayor de |a], |a,|, ..., |a,|. Dividimos el razonamiento según sea 
|u/v| > 250 bien |u/v| < 2s. Si |u/v| > 2s, entonces, por la desigualdad trian- 
gular, |a — (u/v)| > lu/v| —|a] > 2s -s = s, y dado que v > 1, la — (u/v)] > 
s/v”. 
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Por otra parte, si |u/v| < 2s, entonces nuevamente por la desigualdad trian- 
gular, |a; — (u/v)| < |a;| + |u/v| < s + 2s = 3s. Por lo tanto, 











de tal manera que 1/t > 1/(3s)"—! = 1/(3"—!5"—1). Regresando a la desigual- 
dad que dice |a — (u/v)| > 1/[rgu”|a, — (u/v)| :** |a, — (u/v)|], se tiene que 
la — (u/v)| > 1/(r93"15"=14"), Estos números ro, 3"7!, s"7! se determinan 
todos de una vez por a y su polinomio mínimo f(x) y no dependen de u o v. 
Si se hace b = 1/(r93"715"—5), entonces b > 0 y ja — (u/v)| > b/v". Esto cu- 
bre el segundo caso, donde |u/v| < 2s. 

Si c es un número positivo menor que ambos b y s, de la discusión se tiene 
que |a — u/v| > c/v” para todos los enteros u, v, donde v > 0, con lo cual 
se prueba el teorema. Ll] 


Veamos los detalles de la demostración para el caso particular a = V2. El 
polinomio mínimo de a en Q [x] es f(x) = (x — aXx + a), de modo que a = 
a, y Ta = a. Así que si u y v son enteros y v > 0, entonces 


AAE e) of) Joe ooo 


que es un entero. Por lo tanto |v?f(u/v)| > 1 > 1/v?. El número s es el ma- 
yor de |W2| y |-V2|; es decir, s = V2. Además, b es 1/(32-(42/=5) = 
1/(3V2), así que si c es cualquier número positivo menor que 1/(3W2), entonces 
[Y2 — u/v| > €/v?. 

Lo que dice el teorema es lo siguiente: cualquier número real algebraico tie- 
ne números racionales tan cercanos a él como se quiera (esto es cierto para to- 
dos los números reales), pero si dicho número real algebraico a es de grado n > 
2, hay restricciones sobre la forma en que se puede aproximar a por números 
racionales. Tales restricciones son las impuestas por el teorema de Liouville. 

¿Cómo utilizar este resultado para producir números trascendentes? Todo 
lo que se requiere es producir un número real 7, digamos, tal que para cualquier 
entero positivo n y cualquier c positivo que se elija, se pueda encontrar un par 
de enteros u, v, con v > O de tal modo que |r — u/v| < c/v”. Se puede encon- 
trar fácilmente uno de tales 7 escribiendo un decimal infinito que contenga 0 
y 1, donde se haga que los 0 se dispersen entre los 1 muy rápidamente. Por ejem- 
plo, 7 = 0.10100100000010 ... 010..., donde los O entre 1 sucesivos crecen 
como m!, es un número que no cumple el criterio de Liouville para todo n > 
0. (Pruébese.) Por consiguiente, este número 7 es trascendente. 

Se podrían, desde luego, usar otras propagaciones extensas de 0 entre los 
1 —m”, (m!Y, y así sucesivamente— para producir multitudes de números 
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trascendentes. Además, en vez de utilizar nada más 1 se podría emplear cual- 
quiera de los nueve dígitos distintos de cero para obtener más números trascen- 
dentes. Se deja la verificación de que los números del tipo descrito no satisfacen 
el criterio de Liouville, para cualquier entero positivo n y cualquier c positivo. 

Se puede usar el número trascendente 7 y sus variantes descritas para de- 
mostrar un famoso resultado debido a Cantor, el cual dice que existe una co- 
rrespondencia biyectiva entre todos los números reales y su subconjunto de 
los números reales trascendentes. En otras palabras, en cierto sentido, hay tan- 
tos reales trascendentes como números reales. Se da una breve descripción de 
cómo se lleva a cabo y se dejan los detalles al lector. 

Primeramente, es fácil construir una aplicación inyectiva de los reales sobre 
los reales que se encuentran estrictamente entre 0 y 1 (trátese de encontrar tal 
aplicación). Esto también es cierto para los números reales trascendentes y los 
que de ellos se encuentran estrictamente entre 0 y 1. Denótese el primer conjun- 
to por Á y el segundo por B. Se construirá una aplicación inyectiva de A hacia 
B. Esto será suficiente para concluir la tarea. 

Dado cualquier número de 4, se le puede representar como un decimal infi- 
nito a,4, ::* a, ..., donde los a; están entre 0 y 9. (Ahora se procederá con 
un poco de inexactitud. El lector debe intentar hacer estricto el razonamien- 
to.) Definamos ahora la aplicación f de A a B por f(aja, ::* ap...) = 
0.a,0a,00a,000000a, ...; por el criterio de Liouville, salvo un pequeño con- 
junto de a,, 4», ...,4,, ..., los números 0.1a,0a4,004,000000a, ... son tras- 
cendentes. La f considerada proporciona entonces la aplicación requerida. 

Un comentario final acerca del tipo de aproximación de números algebrai- 
cos mediante racionales, expresada en el Teorema 6.6.1. Ahí se tiene que si a 
es real algebraico de grado n > 2, entonces |a —u/v| > c/v” para algún po- 
sitivo c apropiado. Si se pudiera disminuir n para que |a — u/v| > c/v” para 
m< n y algún c adecuado (dependiente de a y m), se obtendría un resultado 
aún más profundo. En 1955 el entonces joven matemático inglés K. F. Roth 
demostró el poderoso resultado de que efectivamente se puede reducir n a 2. 
Su resultado exacto es: Si a es algebraico de grado n > 2, entonces para todo 
número real r > 2 existe una constante positiva c, que depende de a y r, de tal 
manera que |a — u/v| > c/v” para todas excepto un número finito de fraccio- 
nes u/v. ; 


6.7 IRRACIONALIDAD DE T 


Como se indicó anteriormente, Lindemann demostró en 1882 que r es un nú- 
mero trascendente. A partir de dicho resultado de Lindemann se deduce, en par- 
ticular, que r es irracional. No se demostrará aquí la trascendencia de r —ello 
requeriría una digresión bastante extensa— pero, por lo menos, se demostrará 
que r es irracional. La excelente demostración que se da de este hecho se debe 
a I. Niven; apareció en su artículo “Una demostración sencilla de que r es irra- 
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cional”, que fue publicado en el Bulletin of the American Mathematical So- 
ciety, vol. 53 (1947), pág. 509. Para seguir la demostración de Niven sólo se 
requieren algunos temas de un curso elemental de cálculo. 

Se empieza con 


LEMA 6.7.1. Si u es un número real, entonces lim u”/n! = 0. 
1 u Pe 


DEMOSTRACIÓN. Si u es cualquier número real, entonces e” es un número real 
bien definido y e“ = 1 + u + u?/2! + u?/3! + >> + u"/n! + -+**. La se- 
riel + u + u?/2! + + + u"/n! + ++- converge a e”; dado que la serie con- 
verge, su término general debe tender a 0. De esta manera „jím u"/n! = 0. 


Ahora presentamos la demostración de Niven de la irracionalidad de r. 
TEOREMA 6.7.2. 7 es un número irracional. 


DEMOSTRACIÓN. Supóngase que ~ es racional; entonces t = a/b, donde a y 
b son enteros positivos. i 

Con base en el supuesto de que t = a/b, se introduce un polinomio para 
todo entero n > 0, cuyas propiedades conducirán a la conclusión deseada. 
Las propiedades básicas de este polinomio serán válidas para todo n posi- 
tivo. La estrategia de la demostración es realizar una elección sensata de n en 
el momento apropiado. 

Sea f(x) = x"(a-— bx)"/n!, donde t = a/b. Éste es un polinomio de 
grado 2n con coeficientes racionales. Desarrollándolo, se obtiene que 


ay + a+ > + qx? 
Fx) == n! 


, 


donde 


—1Yn! o; 
ao = a", a, = =na™'b, ... a; = Var, an = (IO 


son enteros. 

Se denota la i-ésima derivada de f(x) con respecto a x mediante la notación 
usual f®(x), sobreentendiéndose que f(x) significa f(x). 

Primero se hace notar una propiedad de simetría de f(x), a saber que 
Fx). = f(r — x). Para tal fin, obsérvese que f(x) = (b"/n!)x"(r — x)", de cu- 
ya forma es evidente que f(x) = f(r — x). Puesto que esto es válido para f (x), 
es fácil ver, a partir la regla de la cadena para la diferenciación, que Fx) = 


EDIO - x). 
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Esta afirmación referente a f(x) y todas sus derivadas vetada que 
para los enunciados que se hagan respecto a la naturaleza de todas las f ®(0), 
existen afirmaciones apropiadas respecto a todas las 10 z) 

Se tendrá interés en los valores de f®(0) y f®(r), para todo ¡no negativo. 
Obsérvese que de la forma desarrollada de f(x) dada anteriormente se obtiene 
fácilmente que £W(0) es simplemente i! multiplicado por el coeficiente de x' del 
polinomio f (x). Esto implica de inmediato que f®(0) = O sii < n, puesto que 
la menor potencia de x que aparece en f(x) es la enésima. Para į > n se obtiene 
que FO0(0) = ¡la;_,/nt; dado que i > n, i!/n! es entero y como se señaló an- 
teriormente, a;_, también es entero; por lo tanto, f®(0) es entero para todo en- 
tero no negativo i. Puesto que fr) = (-D)F(0), se tiene que f GT) es entero 
para todo entero no negativo i. 

Se introduce una función auxiliar 





F(x) = fx) -fx + + + EDF. 


Dado que f™(x) = O si m > 2n, se ve que 


da F 
dx? 





= F"(x) 


fx) - fx) +e + El)” fx) 


=F() + f(x). 


Por lo tanto, 


—— (F'(x) senx — F(x) cosx) = F"(x) senx + F'(x) cosx 


— F'(x) cosx + F(x) senx 

= (F"(x) + F(x)) senx = f(x) senx. 
De esto se concluye que 
[sw senx dx = [F (x) senx — F(x) cosx] 


(F'(x) senm — F(r) cos 7) — (F'(0) sen0 — F (0) cos0) 


F(r) + F(0). 

Pero de la forma de F(x) dada anteriormente y el hecho de que todos lc% 
valores FOO) y f(x) son enteros, se concluye que F(1) + F(0) es ente- 
ro. Por consiguiente Jë f(x) sen x dx es entero. Esta afirmación referente n 
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Jaf (x) sen x dx es válida para cualquier entero n _> 0. Ahora se requiere elegir 
n de manera inteligente para asegurar que la aseveración “‘ fo f(x) sen x dx es 
entero”? no pueda ser cierta. 

Se lleva a cabo ahora una apreciación del valor de fg f(x) senx dx. Para 
0 < x < rm la función f(x) = x"(a — bx)/n! < nu"a"/n! (ya que a > 0), y 
además 0 < senx < 1. De manera que 0 < fọ f(x) senxdx < f31”a"/n! dx = 
a”*!la”/n1. 

Sea u = ra; entonces, por el Lema 6.7.1, lím, u”/n! = 0, así que si se 
escoge n suficientemente grande, se puede asegurar que u"/n! < 1/7, por con- 
siguiente 1"*!a”/n! = mu”/n! < 1. Pero entonces fọf(x) senx dx queda 
confinado estrictamente entre 0 y 1. Sin embargo, por lo que se ha demos- 
trado, Jo f(x) sen x dx es entero. Puesto que no existe ningún entero estricta- 
mente entre 0 y 1, se ha llegado a una contradicción. Por consiguiente la premi- 
sa de que v es racional es falsa. Por lo tanto, r es irracional. Esto completa 
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